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Se realizé el estudio de las descargas medias
nensuales {(m?/s) del rio Pisco para encontrar modelos de
prediccién utilizando la metodologia de los modelos de
Box y Jenkins, en base a la informacién del periddo de
1974-88. Presento a los modelos ARMA y ARIMA ordinarios
y estaciconales, de manera explicativa, contando asi con
una base tedérica para continuar trabajando en este campo
de Investigacién y en Recursos de Agua y Tierra.

Se analizé la serie y se efectud una
transformacién no lineal segin Box y Cox; encontrandose
gue la transformacién mé&s adecuada es del tipo
logaritmica. La serie es diferenciada en relacién a un
atraso unitario estacional (D=1, s=12); de esta manera
encontrandose una serie homogenea Yy estacionaria.

Se determiné los modelos més apropiados para las
descargas mensuales, al modelo: SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)aa
aceptando a los residuos como ruido blanco con 85% de
probabilidad segfin la prueba de Box y Pierce y &l modelo
SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a2 con 73,9 % de aceptar a los
residuos como ruido blanco;

Estos modelos estudiados en el presente trabajo y
utilizando la misma metodologia efectuar para otros rios
y contar con descargas mensuales con cierto periédo de
anticipacién para operacién de sistemas de riego,

planificacién y programacién de cultivo, principalmente.



_ii_

LISTA DE SIMBOLOS

Serie temporal ruido blanco o "Shock"
Pardmetro en T.N.L. de Box y Cox.
Vector ruido blanco (S§.T.)

Orden de diferenciacidn de una serie temporal, cuyo
modelo integrado: ARIMA(p,d,q)}.

Orden de diferenciacién de la serie temporal; cuyo
modelo es estacional de perlodo s.

Residuo de la prediccién.
Operador atraso, "backward shift operator"

Est.mado de ¥x; 0 autocovariancia.

: Ndmero de clases en consideracién;

Orden del predictor lineal unidimensional.

Nimero de observaciones o muestras de un proceso
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I INTRODUCCION

Los recursos hldricos no controlados pueden presentar
consecuencias desventajosas, dafios por inundaciones, sequias,
mala planificacidn en los sistemas de riego y planificacién de
cultivo; ocurriendo pérdidas econdémicas y de orden social vy
ambiental considerables, por lo tanto es preocupante,.

Las predicciones hidroldgicas permiten un mayor
racionamienteo de 1las pollticas operacionales de corteo y
mediano plazo de 1los recursos hildricos, dando buenos
resultados.

Una de las caracterlsticas desventajosas en los modeles
predictivos es la posibilidad de una continua correccién de
las predicciones a partir de 1las observaciones previas,
llamado recalibracidn.

En el presente trabajo se describe la metodologla para
encontrar el modelo adecuado para las descargas medias
mensuales del rio Pisco para ello en la seccién 3 de menciona
el desarrollo para un modelo ARMA y en la seccién 4 para un
modelo ARIMA; como podremos ver que el modelo ARIMA presentado
recurre al procedimiento del modelo ARMA cuando la serie tiene
ciertas caracterlsticas come estacionariedad e invertibhilidad.

La seleccién de un modelo adecuado no sclo es aquel gque
estadlisticamente presenta un buen coeficiente de aceptacidn,

sino aquel gque sea el mas representativo del comportamiento de



las descargas medias mensuales para cualquier ciclo
hidroldgico y presentando con un intervalo de confianza de 95%
para tener un buen pronéstico. Asi mismo se verifica el modelo
con los datos del &ltimo affo (1987-88).

En el capltulo 3 y 4 se describe la base teérica de
los modelos de Box y Jenkins para poder ser aplicados en la

parte de metodologia y obtencién de resultados.

BJ. v

Los Objetivos del presente trabajo son:

1.~ Determinar la serie de las descargas medias mensuales del
rio P.sco con fines de prediceién;

2.- Encontrar el o los modelos de series temporales para
predecir las descargas medlas mensuales (m®/s) del rio
Pisco.

3.- Analizar los modelos y prondsticos obtenidos.



I1 REVISION DE LITERATURA

2.1 CONCEPTOS BASICOS Y ANTECEDENTES

Es importante mencionar que el tratamlento de series
temporales tiene una larga historia como herramienta de
prediccién - alternativa al andlisis estructural
caracteristico de los modelos econométricos.

El enfoque tradicional es muy conocido; como 1la
descompocisién temporal de la serie en diferentes partes
gue se consideran relevantes y gque basicamente se
identifica como:

1) Tendencia.- Momento de larga duracién que se mantiene
durante el periocdo de observacién.

2) Variacién Estacional.- Movimiento gque se produce,

dentro de un periodo anual, inicialmente por motivos
climadticos y con base en estoes, por motives econémicos vy
de organizacién social (recolecciones, vacaciones, etc.)
3) Movimientos ciclicoes.- Oscilaciones alrededor de 1la
tendencia producida por periodos alternatives de
prosperidad y depresién (mayor de un afio).
4) Movimientos Accidentales & Irrequlares.-~ 0Oscilaciones
errdticas gque atn quedan en 1la serie original tras
eliminar los tres anteriores componentes.

Escribir un modelo de series en base a los datos que

represente el comportamiento del proceso que lo originéd vy



brindar pronésticos aceptables de su comportamiento
futuro.

Hidrolégicamente se puede decir que una prediccién
de ocurrencia o no de un suceso, en funcién del tiempo muy
préximo se le conoce como Prognéstice.

El inicio del enfoque remonta los trabajos de Yule y
Markov (19]0), gue plantearon modelos auteoregresivos.

Segan PULIDO (1980); en los libros de Granger (1964)
y Fishman (1969) en 1la 1linea de analisis espectral
atrajeron la atencidn de los econdmetros sobre la
posibilidad del andlisis de series en el dominio de
frecuencias, concepto de una serie para diferentes
frecuencias.

Pero la obra de los estadlsticos George Bux y Guilym
Jenkins (1970) guienes han cimentado el interés por el
tratamiento de las series cronolégicas.

Una clase importante de los modelos estocdsticos son
los llamados modelos estacionarlios, los cuales asumen que
el proceso permanece en equilibrio en torno a un cierto
nivel medio constante.

La descripeiédn de los modelos de Box & Jenkins,
tanto estacionarios, y no estacionarios homogéneos y 1los
estaclonales serdn descritas en los capltulos 3 y 4;
sigulendo una metodologla adecuada, para poder hacer uso

de 1los Software como el "Forecast Plus", T.8.P., etc. vy



lograr el modelo adecuado que nos representa el proceso
gque 1la originé y la serie hidroldgica modelada para los
caudales medios mensuales; asi mismo nos permita pronosti-
car caudales futuros con cierto intervalo de confianza y
que describa el comportamiento futuro de la serie.

Trabajos en modelos de series hidrolégicas en
nuestro pals no se han desarrollado a®n a la fecha dentro
del campo de recursos hidricos. 8Sin embargo citamos
algunos trahajos relacionados.

TORRES S., (1979),vencontr6 un modelo ajustado para
simyular la serie de volimenes de descargas anuales del rio
Chicama con el modelo Autorregresivo de tercer orden AR(3)
y uso los modelos de Fourier y modelos multiplicativos de
Box Yy Jenkins para el caso de volumenes mensuales del
mismo rio; no asi llegando a resultados satisfactorios con
el Gltimo modelo por falta de andlisis.

SOTOMAYOR, (1989} describe el modelo ARIMA, utilizando
dates de precipitacién mensual de San Jerdnimo - Cusco;
mas no concluye cual es mejor modelo para dicha variable y
explica parte de la metodologia del modelo ARIMA.

VELASQUEZ B., (1982) utilizando anAlisis de serie de
Fourier de 1los pardmetros periédicos, encontré gque los
caudales medios mensuales se pueden modelar con una
componente periédica deterministica.

Trabajos en otros palses, como en el Brasil, si se



han desarrollado con mas amplitud como de Boris A. y Lanna
A. (1982) para dimensionamiento y capacidad del reservorio
de Passo Real del rio Jacui; Genovez A. y Chaudhry F.
(1983) encontraron Modelos SARIMA para valores mensuales

del rio Teite de Cumbica-Brasil.

PROCESO ESTOCASTICO

Interpretado como una familia de V.a. (Z«),
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

La base fundamental del andlisis de series de tiempo
es considerar la secuencia de observaciones obtenidas como
la realizacidn de variables aleatorias conjuntamente
distribuidas, esto es la serie Zi, 22, ..., 2Zn; tomando
intervalos de tiempos discretos e igualmente espaciados 1,
2, ... N es considerada extraida de una distribucién de
probabilidad conjunta Pa, ..., Pu(Z1, Z2, ..., Zu).
de donde p(.) es la funcidén de densidad de probabilidad
conjunta. |

Los subindices, 1, 2, ..., N, de p indican que la
distribucidén estd asociada a estos perlodos de tiempo vy

las variables en cuestidn son 21, Z2, ..., Im.

FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL FILTRO.
El modelo de una serle temporal es generado a través
de un flltro lineal (o un sistema lineal), cuya entrada es

el ruido blanco & proceso de perturbacién Puro (elemento

fundamental). Como muestra en la Fig. N @1.
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w(B)
ae } Filtro I Ze
- e e ) ..;...........—' l’_,..._..____._..-.._
Lineal |
|
}

Fig. N2 #1l: Filtro lineal, entrada ae, salida 2. vy
w(B) es funcidn de transferencia.

2¢ = @ ¥ WA3e-2 + ... *
Hay muchos tipos de procesos line les que dependen de
cuantos términos uso para formar Z., finalmente tenemos:

Ze = H # Qe + Waide-a t+ Wale-z + o
= U + w(B)ae (2.1)

donde:

Ww(B) = 1 + waB + w2BZ% + wsB® + ... (2.2)
denominado funcién de transferencia de filtro

H 3 es un parametro qﬁe define el nivel de la serie.

Ze« : proceso lineal (discreto); donde ae :

E{ae) = 0 vt
Var(ae) = 0%a vt
E(acas) = 0 s £ t

8i llamamos Ze = Ze = Ji tenemos que (1)

Ze = w(Blae (2.3)
Siendo la secuencia de pesos { ws ; J 2 1} finita o
infinita pero convergente, el Eiltro es estable y Z. es
estaclonario. En este caso U es la media del proceso; caso
contrario Z« es no estaclonario y M no tiene significado
especifico, a no ser un punto de referencia para el nivel

de la serie.
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de (2.1) tomando esperanzas tenemos que:
w

E(Ze) = 4 + Elae + T Wydg-«)
d=21

como E(ae) = O ¥t; tenemos E(Z<) = U, O0Sea la serie £ w,
=2

converge; de la misma manera la variancia de 2. y dado

por:
4]

024 £ W2y (2.4)
I

Var(Z<)

con We = 1 ; £ wy < o y la funcidén de autocovariancia v,
J=2

dada per:
[ 4]

¥y = 024 L WaWasa (2.5)
A=l

se observa que (2.4) es obtenido de (2.5) para J=0, asi
Yo = Var(Ze). Tenemos que la media y la variancia de Ze
son constantes y la covariancia depende del atraso 13,
luego Z. es estacionario. Podemos escribir Z. en forma

alternativa como una suma ponderada de valores pasados

Ze-1, Ze-=z md&s un ruido blanco a.:

[
Ze = M1iZe~21 + H2Zeg-2 + 4. + B¢ = EN9Ze-3 + A« (2.6)
A=l
despejando:
«©
(1 - B K:B’)Ze = Qe
A=1
K(B)ie = A« (2.7)

donde n(B) es el operador:

n(B) = 1 - waB - waB® - ,.. (2.8)
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de (2.7) v (2.3) tenemos:

t{B)w(B)ae = ae; de modo que:

n(B) = w™*(B) (2.9)
esta relacién puede ser usada para obtener los pesos ms en

funcioén de los pesos wy y viceversa.

Estacionariedad e Invertibilidad
Un proceso lineal serd estacionario si la serie w(B)
converge para |B|sl e invertible 1 n(B) converge para

|B]51 (Box & Jenkins, 1978)

MODELOS LINEALES

Los modelos en estudio son llamados modelo 1lineal

estacionarios, ellos son: modelos autorregresivos (AR), de
medias mdéviles (MA) vy nmixtos (ARMA) y en vparticular 1los
modelos no estacionarios (ARIMA).
Progeso Lineal

Estos procesos se caracterizan porque se pueden
representar como una combinacién 1lineal de variables
aleatorias. Estos pueden ser procesos puramente
aleatorios, procesos autorregresivos, procesos de media
mévil y los obtenidos de combinaciones de estos dos
dltimos.

El proceso puramente aleatorio es el mas simple de todos,
expresados de la siguiente forma:

Ze = Ae
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cuyas propiedades son las definidas en la sec. 2.2 y que
en adelante designaremos 3 ae« unicamente a wuna variable
alecatoria. Variable aleatoria del tipo ae no harla falta
la teoria de los procesos estocdsticos.

Esta afirmacidn es cierta. Sin embargo el "ruido blanco"
es una pleza clave en la construccién de Procesos
estocdsticos mds complicados como son los AR y MA, etc.

Un proceso autorreqresivo de orem p, utilizande 1la
notacién usuval, un proceso AR(p) se expresa. de la
siquiente forma:

Ze = $3Z%e-1 + ®2Ze-2 + ... + Pple-p + ae (2.18)
Algunas caracterlisticas de los modelos AR{(1l), AR(2) vy
generalizando para un AR(p) se tiene:

para un modelo AR(1l) definido por:

Ze = $22e-1 ¥ ae (2.11)
para que sea estacionario las ralces del polinomio 1-¢;B=0
deben caer fuera del clrculo unitario es decir

[B|=lll¢;|>1 lo gue equivale a |#:|<1l.

81 el proceso se considera iniciado en -», entonces para
l¢1|<1 ¥ cualquiera que sea el valor inicial se wverifica
gue E[{Z+]=0 sl al modelo 2.11 se lncluye una constante, se
tendrd:

Ze = ¢ + #2Z¢-1 + ae {2.12)
Entonces si el proceso se inicia en -o y es estaclonario,

se verifica que la media del proceso serd constante para
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cualquier valor de t.

ElZ«] = ElZe-2] = M; tomando esperanzas a 2.12 y teniendo
en cuanta lo anterior se verifica que:

ElZe]l = M = ¢/(1 - #a1).

Para un proceso de media mévil de orden g ¢ un proceso
MA(g) viene dado por:

Ze = @e - B13c¢-1 - 623e-2 ~ ... Bqdec-a (2.13)
La expresién 2.13 de medias méviles hace referencia a que
la variable Z., se obtiene como un promedio de wvariables
de "ruido blanco" (en este caso q+l), siendo los ©.
coeficientes de ponderacién. Como las variables que forman
parte de este promedio varia a lo largo del tiempo,
reciben el apelativo de méviles.

Estos procesos, asl como»la combinacidn de un proceso
AR(p) y un proceso MA(q) se obtiene un proceso ARMA(p,q),
donde p indica el retardo mdximo de la parte regresiva y g
saffala el correspondiente a la parte de medias méviles. 1la
que es presentada fundamentalmente en la obra de Box vy
Jenkins (1978) y que se describen en 1los siguientes

capltulos.
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IIT MODELO AUTO-REGRESIVO DE MEDIA MOVIL (ARMA)

3.1 GENERALIDADES

Primeramente wvamos introducir algunas nocliones

de

operadores que serd usada frecuentemente en el presente

trabajo. La familiarizacién con esta notacién facilitard

bastante al manipuleo de los modelos en estudio.

Estos Operadores son:

1) Operador de traslacidn para el pasado, denotado por B y

2)

3)

1)

definido por:

BZe=Ze-a § BPZe = Ze-p

Operador de traslacién para el futuro, denotado por
y definido por:

Fle = Zeva ;3 FPZx = Zewp

Operador diferencia; denotado por ¢ definido por:
2Ze = Ze = Zie-a = (I“B)ZQ

entonces £ = 1 - B

Operador suma denotado por 8 definido porx:
o
8Z. = E Zt—: = Z2e + Zg-; + Ze—z + ...
Qi
= (1 + B + Bz‘ + B3 + c-w)Z‘ﬁ
de alli se reduce a:

8Z2¢ = (1 = B)™2Ze = 272, ; entonces § = &2

por el desarrollo de 1/(1-B) =1 + B + B2 ¢ B* + ...

F,
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Segin {Box & Jenkins, 1976) los modelos de serie de
tiempo; que usan datos medidos y generados de series
independientes de "Shocks" ae. Estos shocks son variables
aleatorias de entera distribucidén, usuvalmente asumimos
Normal, con Media cero y variancia o?a (constante) y
ausencia de correlacién y se llama un modelo de filtro
lineal. Este modelo supone gque 1la serie temporal es
generada a través de un filtro 1ineal (o un sistema
lineal}) cuya entrada es el ruido blanco a« (White noise)
proceso gque se transforma a la salida Z« por medio del
filtro lineal (w(B)} como se mostréd en la Fig. N2 41 v en
las Ecuaciones. (2.1, 2.2, 2.3 y 2.4).

La forma general del comportamiento del filtro puede
ser escrito por un modelo ARMA (Auto-regressive mévil
average) de la forma:

Zt = ¢1Et—l t et ¢pit—p + ae - elat—l = s se = eqat-q
(3.1)

6 #(B)Ze = 8(Blae

donde:

Ze=Ze-} ; #(B)=1-¢B-...-#5BP Yy  6(B)=1-8aB-...-6gB<
La funcién ¢#(B) del proceso autoreqresivo y 6(B) de media
mévil, de orden p y q, respectivamente y otra forma de

describir la ecuacién 3.1 sera:

Te = ——---- Be = mmmeem—mommemoeeeeee ae (3.2)
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Tomande la transformada z del proceso gue sigue la ec. 3.1
obtenemos: (l1-¢.z % ~...~¢,Z2"P)Z(z)=(1-61272~,..-0qZ"9)Z(2Z)
comparandose con 3.2 se tiene:

H(z) = Z2(z) / A(z) = 6(z~*) / #(z"%) (3.2b)
Modelo que'buscamos debe ser de tal manera gue tenga el
menpr ntmero de pardmetros estimados posibles (condicién

de parsimonia)

MODELOS AUTORREGRESIVOS (AR) Y DE MEDIA MOVIL (Ma)
3.2.1 MODELOS AUTQO-REGRESIVOS

Si en la ecuacidén 2.6, ny = 0, j>p, obtenemos un
modelo auto-regresivo de orden p, gque denotaremos por
AR(p;: (mencionado anteriormente 2.14).

Ze = $aZc-2 + B2Ze-2 + ..o + Pplcp + Ax (3.3)
recordando 1los pesos de nwy para ¢35 de acuerdo con la
notacién usual.

Fue definido el operador auto-regresive estacionario de
orden p.

$(B) = 1 - #18B - ¢#2B: - ... - ¢o,BF

de esto se escribié la ecuacién : ¢(B)Ze = ae .

Algunos ejemplos se mencionan en 1la parte de
apéndice y asi por ejemplo el caso mads simple del modelo
auto-regreslvo de orden p=1, AR(l1) de manera que Z¢
depende apenas de Ze-1, Yy del ruido blanco en el instante

t. (Z« es un proceso de Markov).
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Como =n(B) = #(B) = 1 - ¢B, el proceso es siempre
invertible.

Sustituyendose, sucesivamente, E;_l, E;_z, etc. en
2.6 obtenemos:

Ze = @« + ®Ae-~2 + ?28e-2 * ... = L ®783¢c-a
=Y

0 sea;
Ze = w(Blae = (1 + B + #$2B* + ...)ae

vemos entonces que

w(B) = E ¢?B? = [¢#(B)]"* = (1 - ¢B)~*

y de acuerdo con la proposicién (2.3), el proceso serd

estacionario si w(B) converge para |B|sl. Sl debemos tener

|¢|<1. Como las raices de la ecuacién ¢(B) =1 - ¢B =0 y

B = %, esta condicién es equlivalente a decir que la raiz

de #(B)=0 deben caer fuera del circulo unitario.

Funcién de Autocorrelacién

En general 1a funcién de' autocorrelacién de un
proceso autorregresivo consiste de una mezcla de
amortiquamientos exponenclales y amortiguamientos de
oscilacidn sinusoidal.
Algunos ejemplos de 1la funcién de autocorrelacidn se

presentan en las figuras NQ #2 para algunos procesos

autorregresivos:



¢1 = 0.8 ¢, = -0.8

. . ) -1
Fig. Ne 2.a Funtion de autocorrelacién (FAC) para un

proceso AR(1).

SN 1 1 T |||| ®
|||| 10 |||| aolll]l

zi: = 10521:—1 + 0-92&—2 + de

2.b Funcién de autocorrelacién para un proceso AR(2)

Estacionaxiedad e Invertibiljidad
Sean Gi~*, 1i=1,...,p, las ralces de 1la ecuacién

caracteristica ¢(B) = 0; entonces se pueden escribir:
¢(B) = (1-G1)(1-G=2)...(1-Gp)

y expandiendo en fracciones parciales;

v(B) =¢=*(B) = L --=---- (3.4)
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Si w(B) debe converger para |B|sl debe tener |Gs | <1,
i=l...,p. Esta condicién es equivalente al de la ecuacién
caracterlistica ¢(B)=0 tiene raices fuera del circulo

unitario. Esta es la condicidn de estacionariedad.

8i consideramos un modelo AR({2):
Ze = #32¢-1 + #22¢~-z + A ; escrito de la forma ¢(B)Ze=ae«,
con ¢(B) =1 - ¢.B - ¢2B2, se puede mostrar que Z. es
estacionario si (las ralces de #(B)=@ estdn fuera del
circulo unitario).

#1 + ¥z < 1

$2 - #; < 1 (3.5)

-1 < ¢2 < 1

En la Fig. Ng ﬁ3 se presenta la regién de estacionariedad
para un modelo AR(2), donde se puede apreciar la regioédn de

ralces reales y las de complejas.

Fig. N2 83 Regién de eatécionariedad para un modelo AR(2)



3.3.2 MODELQS DE MEDIA MOVIL

Considerase el proceso lineal (2.3) y suponga que
wv3=0, Jj>q; obtenemos el proceso de medias méviles de oxden
g, gque denotaremos por MA(g) (de "moving average"). Y
ahora usaremos la notacién:

Ze = Y + @ — 818e-1 —... Bgide-ag (3.6)

y haciendo Ze = Ze - U, tenemos

Ze = (1 - €2B —...-8gB%)ac = 6(Blae (3.7)
donde
8(B) = 1 - 82B - 82B2 ~-,,.,- BgB<
gue se ha definido anteriormente como el operador de media
mévil de orden q.

La media mévil mids simple es MA(1l),

Ze * B¢ - 6GAe-21

Ze = (1 - 6B)ae,
de modo gue 6(B)=1-6B. Como w(B)=1-86B es finito, el
proceso es siempre estacionario de acuerdo con 2.3 como

ae = [6(B)]™*Z¢ = --}—--E; = (1+8B+02B2+...)Ze
1-6B
obtenemos la forma invertida:
Ze = @c - 0Ze-1 — 02Ze—_2—...
8i |9|<1, 0 sea, la serie anterior =n(B)=6"2(B) converge
para |B|sl. Esto equivale a decir que los ceros de 6(B)=1-

0B=0 estdn fuera del circulo unitario.
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Funcién de Autocorrelacién (FAC)
De 1la ecuacién 3.7, tomando esperanzas y resolviendo se
obtiene la FAC del proceso MA:

-84 + 6020343 + 028342 + ... + 65-304
P:’ T T T e e H j=1’2’---’q

(3.8)
=0 ; J>q

observandose; entonces que la FA de un proceso MA(qQ) es
igual a cero para atrasos mayores que q, diferente a 1lo
gque acontece en un proceso AR, donde 1la funcién se
extiende indefinidamente. En la Figura N2 84 se presenta

la FAC para procesos MA.

Estacionariedad ¢ Invertibilidad

Dado que w(B) = 1 - @B =~ ... -8gqB%, no hay
restricciones sobre los pardmetros 65 para que el proceso
sea estacionarlo.

5
1

Fig. Ng 04, FAC para el modelo MA(1l), 6=8,8
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Para un modelo MA(2) la condicidén de invertibilidad,
implica que 1los pardmetros del modelo deben caer en la
regidr: como se muestra en la Fig. Ne @5. equivalente a la
estacionariedad en el modelo AR(2).

8. + 62z < 1
62 - 81 < 1

-1 <82 <1

Fig. N2 85 Regidn de invertibilidad para un modelo MA(2).

Usando un argumento completamente similar al que fue
visto para un modelo auto-regresivo AR(p), en caso de
estacionariedad, podemos verificar que las condiciones de
invertibilidad para un modelo MA(q) es que las raices de
la ecuacidn caracteristica 8(B)=0 estdn fuera del circulo
unitario. En estas condiciones, un modelo MA(q) es

equivalente a un modelo AR de orden infinito.
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3.3 PROPIEDADES DEL MODELO ARMA
3.3.1 FUNCION DE AUTOCORRELACION Y AUTOCOVARIANCIA
Sea Ze un proceso estocdstico y la
covariancia entre Z. y sus muestras Z.+x sSeparada
por k intervalos de tiempo y llamada autocovariancia
y definida por:
Ye,e+n = COVIZe,Ze+x] = E[(Ze-U)(Ze+n -M)] (3.9%9a)
En esta definicidn o wvalor de covariancia
depende del tiempo t y del intervalo k. Un proceso
estrictamente estacionario de distribucién conjunta
asociada con las observaciones Zei,Ze«z,e:+.,2€m es
la misma que es asociada a Zezi+x,:-.,2Zem+x para
cualquier t. Una condiciédn menos estricta de 1la
condicién de estacionariedad es cuando se somete los
momentos ante cierto orden son considerados solo 1la
funcidn de retardo k. Asi consideramos
estacionariedad de segundo orden; de 1la Ec. 3.9a
puede ser escrita:
Tn = COV[Ze,Z¢+x] (3.9b)
La autocorrelacidn relativa a un retardo k, Pu
(también llamado coeficiente de autocorrelacién)
puede ser definida como: ’
fr = ¥n/Yo (3.10)
Y ¥ ?n considerados como funcién de k, son llamados

funcién de autocovariancia (FA) y funcién de
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autocorrelacién (FAC) respectivamente. Para la estimacién
de 1la funcién de autocorrelacién cuando se tiene un
conjunto de N obervaciones, Box & Jenkins (1970) presenta

las siguientes expresiones:

In = Cu/Co {3.11)
donde:
1 an-x - -
Cu = ==~ E (zt - z)(2e+h - Z)
N 1
C—k = Ck'
de donde:
- 1 N-k
Z = === E Z=
N =S

Esta estimacidén es polarizada y es preferible la
estiracién no polarizada donde la suma de los‘productos es
divld;da por (N-k-1) porque en general la variancia del
estimador es menor Marple (1987, p.148), es conducir a 1la
matriz de autocorrelacién siempre definido-positive. La
estimacién polarizada cuando usan las ecuaciones de Yule-
Walker corresponden al método de autocorrelacién para
resolucién de problemas de prediccién 1lineal (Sec. 3.3.4)
Yy €8s equivalente a extender el limite superior de 1la
sumatoria de la expresién 3.11 para N, es ‘considerar 1los
datos que faltan como ceros. Por eso el método es también
llamado abierto ("JANELADO"). La estimacién no polarizada

corresponde al método de covarlancia o no "JANELADO". Esas
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denominaciones para los métodos son utilizadas por razones
histéricas Yy no tienen relacién con significado

estad.stico.

3.3.2 ECUACION DE YULE-WALKER
Considerandose el modelo AR(p), (p es el orden del
modelo) obtenido a partir de la EBc. (2.4)

Zg = ¢1E;—1 + ...t ¢pE;—p + @« — Qa@e-2 - .. — Bgae-—-g
(3.1)

Ze = ¢1E;—1 + ...t ¢’E¥—p + ae
multiplicando ambos miembros por Ze.wn y tomando el wvalor

esperado deducimos la ecuaciédn:
T = P2V + ... + Pp¥x-p k>0

dividiendo todo por Yo:

Prx = fafu-a + Pa2fx-z + ... + Fpfr-n (3.12)
si sustituimos k = 1,2,..., p en la ecuacidn 3.12, se
obtiene un conjunto de ecuaciones lineales para %i, ...,

¢5 en terminos de fa,... f=

-
%
L}

Pa + ¢zr1 + o o + ¢p"—1

¢1'1 + ¢ + ¢:P1 sees + ¢p'p—z

-
N
1

-
L]
|
9
F
-
L]
1
»
+
»
+
»
L
-+

L
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o en forma matricial:

?a1 Pl
¢ = . rp = .
?p Pp

Py = .. . . .

fo = Poé (3.13)

La ecuacién 3.13 es llamada de Yule-Walker, es una
manera aproximada de estimar los pardmetros de una serie
AR(p), que puede ser obtenida sustituyendo los
coeficientes de correlacidn tedricos por los estimados y

calculadeos de la Ec. 3.14

8|
H

U
1
P

- (3.14)



3.3.3 RELACION ENTRE LOS PARAMETROS ARMA Y LA FUNCION DE

AUTOCOVARIANCIA (FA)

Sea 1la Ecuacién 3.1 - Modelo ARMA completo - que
multiplicada por Ze-wx ( de aqui en adelante dispensaremos
el -, 0 sea, consideraremos que la media es siempre

sustraida) y tomando el valor esperado podemos deducir:

P a
T = L P3¥x—~1 ~ E B1hx-2 (3.15)
1=l 1=0
donde:
6o = -1 Y Ak = E(at,Z:+k)

La correlacién cruzada \x entre la entrada y 1la
salida puede ser expresada en términos de 1la expansidn

MA{(») (Ecuacién 2.1) (Marple, 1987, p.181}):

(U'. k =0
e =10=-w k <O (3.16)
0 k>0

La relacién £final entre los pardmetros ARMA y 1la
funcién de autocovariancia (FA) del proceso usando 1la

ecuacién 3.16:

[v <
Eds¥u—s — 02, T OsaWa_xn 0sksqg (3.17a)
P
T = EPsTn-a k>q (3.17b)
e k<O (3.17¢)

Observamos las ecuaciones 3.17 verificéndose

los pardmetros auto-regresivos del modelo son relacionados
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por un conjunto de ecuaciones lineales con la funcién de

autocovariancia. La ecuacién 3.17 puede ser valida para
los p indices de retardo q < k < gq+p, por ejemplo en las
ecuaciones agrupadas en la matriz:
Yq *q—]. « e Yq—pfl. ¢J. qu-:.
Yg+a Ya s Ya-p+2 P2 Ya+z
. . . . . (3.18)
Yarp—-1 .o Ya tq Yare
Por 1lo tanto la FA para los atrasos g-pt+l al g+p-1 1los
pardmetros AR pueden ser resueltos encontrados
separadamente para los pardmetros MA. esa es la 1llamada
ecuacién de Yule-Walker modificada (Banon, 1971).
Infelizmente los pardmetros MA de los modelos no
pueden ser resueltos simplemente como solucién de
ecuaciones 1lineales, pues estdn 1invelucrados con los
coeficientes de la expansién MA infinita, resultando en
una relacidén no lineal con la FA.
Haciendo q=0 obtenemos las relaciones para un proceso AR
puro:
2
L 91Vnr-s k >
Llw2
2
E #1V¥nr-s + oa k =

A=
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gue puede ser agrupada la expresién:

YQ Y_‘L e s 0 Yp l 0"-
YTa Yo PPN Yp-a -d
. . . = . (3.20a)
Yp Yp—J. .« s . YO _¢p 0
&
1 o2,
Te = (3.28b)
- o)

Esta es una forma mas completa para la ecuacién 3.13
donde la variancia del ruido aparece explicitamente.

La relacidén entre FA y el modelo MA puede ser

obtenida haciendo p=0 notandose que wx = -8, para lsk<q:
1€} k > g
Y = a (3.21)
O2al 01011 05k £¢q

L=k

Existe por lo tanto una relacidn no lineal entre 1la

FA y los pardmetros MA.

3.3.4 RELACION DE LOS PROCESOS AR CON PREDICCION LINEAL

Los problemas de prediccién 1lineal consiste en

estimar una muestra futura a partir de m muestras del

pasado mas reclente, por mas de una relacidén lineal:

Ze = L Qe-s (3.21)

1=l
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Los errores o residuo de prediccién es detfinido por:

ex = Ze - ILe (3.22)

Este residuo es estacionario y su variancia esta dada por:

O%a = E(ezg) (3.23)
Procuré&ndose que 1los coeficientes a de 3.21

minimizan la Ecuacidn 3.23 y estos son encontrados como

solucién de ecuvaciones normales, estructura por tanto

identica a la expresién de estimaci nes del modelo AR,

Dos distinciones deben ser hechas:
1.~ Ninguna suposicién fue hecha sobre la caracterizacién
estadistica de 1los errores de prediccién, mas los
coeficientes del £iltre predictor obedecen a la
relacién:

02
(3.24)

2.- Les errores no correlacicnados con los datos, y por
tanto con  prediccién  lineal (principio de
ortogonalidad), mas en general no es un ruido blanco.
Esto acontece cuando m = p o sea de orden del filtro
de prediccién de igual o mayor que el orden de un
proceso AR(p) generando Z.. En estas condiciones el
filtro es llamado "blangueador".

Los coeficientes del filtro, en la préactica, pueden

ser obteénidos sustituyéndose de las correlaciones teéricas
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por muestras en ecuaciones de Yule-Walker. Utilizando los
datos directamente en forma de un sistema de ecuaciones
sobredeterminado 1la solucién clasica de pseudo-inversa
puede ser obtenida.

Sea y = I[¥Ya,...,yn]T una secuencia de muestras
conocidas del proceso Z., esta para cada ys, ms<jsN, de
3.22:

Ys = ¥s t € (3.25a)

Usando 3.21

Y3 = L @3Ya-a1 + €3 (3.25b)

A=l

En forma matricial:

Ys = Q@ + e (3.25c)
donde:
x'rm = [y:nﬁ'l."---,Yn] (3-25d)
Q?m = [em+1‘00018n]‘ (3-25&)
Yn Ym—l L] Y:.
Yo+ Y= .«o Ya
& = . . . . (3.25f)
Yn-2a s e TP YN-m
aT = [(@a,000,%m] (3.25qg)

Quierase hacer a los valores de a tal que gTmne~ sea
minimo; entonces la solucién de minimos cuadrados sera:

T = (878)-22Tym = 27y © (3.26)



donde:
2+ es la llamada pseudo-inversa de 2.

Si comparamos la ecuacién 3.26 con la ecuacién 3.14
vease que la matriz Caﬁ; corresponde al 278 y Corp al
8TYm, con 1la distincién de que es estimada de 1la Fa
usandas en la Ecuacién 3.14 no son las mismas que las
calculadas implicitamente con 1la ecuacién 3.26. La
diagonal principal de T2 no tienen los valores
exactamente 1iguales porque existen diferenclias en 1los
limites de los cdlculos en cada posicién de 1l1la diagonal
principal de a™a.

Por tanto el de las estimaciones polarizadas y no
poelarizadas para las autocorrelaciones, existe también la
estimacidn calculada implicitamente por la ecuacién 3.26.
Como 1los podemos observar entre tanto en Brockewell y
Davis (1987), n ™ *(RTQ) --P-> VoPp Yy n 18Ty, --FP-> Y,P,
cuando n -—>w (—f——> significa convergencia en
probabilidades, o sea xn de una secuencia x. converge con
probabilidad para x(xn —2——>x) <==> P(|xn - x| > E) --> 0
cuando n -->o). Esto significa, como asegura Brockwell y
Davis (1987, p.257), gque las estimaciones de pseudo-

inversa y las estimaciones de Yule-Walker convergen en

probabilidad para el mismo valor.



En caso general de prediccidn 1lineal cuando 1los
residuos son correlacionades entre si, la estimacién para
a en la ecuacidn 3.26 puede ser polarizada (Bennet, 1979)
cuando se conoce la matriz de covariancia de los residuos
(Ca), el mejor estimador es el estimador de minimos
cuadrados generalizados (GLS). Para el modele 3.25c

(sobredeterminado)} el valor de o es dado por:

@ = (2TE"1a®) 28T " e¥m (3.27)
Este estimador y BLUE ("best linear unbiased estimator"),
reduciende por tanto la variancia de 1los residuos. La
matriz Cs normalmente no es conocida, por tanto puede ser
estimada por procesos iterativos, tomando como inicio 1la
estimacién de minimos cuadrados simples.

Los usos de GLS no es frecuente en prediccién lineal
debid>» a las dificultades que se tiene con la matriz de

covariancia del residuo.

3.3.5 SOLUCION RECURSIVA PARA LA ECUACION DE YULE-WALKER Y
FUNCION DE AUTOCORRELACION PARCIAL (FAP)

La matriz de la expresién 3.2@ es simétrica puesto
gue cada entrada a.s corresponde a entrada as. de igual
valor. Para solucién de ecuaciones de este tipo existe una
soluclén recursiva simple, llamada algoritmo de Levinson.
Con este algoritmo puede determinarse secuencialmente los

coeficientes del modelo de prediccién 1lineal en orden



creciente. Eventualmente el m-ésimo

coeficiente

del

modelo toma cero &6 aproximadamente cere, si el proceso de

origen son generades por un

consecuencia los Gltimes coeficientes

modelo

del

AR(m-1}. En

prediccidn 1lineal en funciédn del orden del modelo

modelo de

da 1la

funcidn de autocorrelacién parcial (FAP). y se constituira

herramienta de auxilio & identificacién del modelo como se

vera posteriormente.
Algoritmo de Levinson:
;1 = ?1

Pprr,s = $p,s - Po+1,pr1Po,p—3+1

| < J—

Yo+r - L Ppalper—y
=2
'tp-rl,p-fl T s T e
-
1 - z ¢pjr$
=1

J

(FAP)

3.28a

1,...,p

Ejemplo de coeficientes de tercer orden:

@32 = ;21 - gsszzz

Pz = ;22 - 333321

(3.28Db)

(3.28¢c)

(3.29)
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3.3.6 COEFICIENTES DE REFLEXION

Los coeficientes de reflecién .. (definidos por la
Ec. 3.28 son les llamados coeficientes de autocorrelacién
parcial (FAP(i)) en la 1literatura estadistica, porque
representan una correlacidn normalizada entre Ze Yy Ze+a
con las correlaciones de Ze+. ante Ze+:1-1 removidas. Los
negativos de estos coeficientes, k. = -Pay son
frecuentemente llamados coeficientes de reflexiédn debido a
su interpretacién como pardmetros fisicos de un modelo en
un tubo acutstico o en modelos sismicos (Robinson y
Treitel, 1988).

Puede definirse un error de prediccién inversa
("backwards"), donde los coeficientes para cada orden del
predictor son los mismos del predictor directo, mas donde
se usan las m muestras (por tanto anti casual) y derivar
una relacién (Marple, 1987) envolviendo los errores de
prediccidn directa e inverso de un proceso estocédstico
complejo.

La prediccién inversa esta dada por:

Zi¢ = F ats Zees | (3.30)

bl

Los errores de prediccién inversa es:

i — i
e = Ze<~m — Ze-m (3-31)
definido de esta forma para que e« y ete sean funcién de

un mismo conjunto de datos (Ze-mys..,%c).
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La relacién entre e« ¥y ety teniéndose en
consideracién el orden m del predictor 1lineal y los

coeficientes de reflexién dado por (Marple, 1987):

€(mrt = €(m-23t + Km€' (m-2>ce-2) (3.32a)
€ (mit = €Y (m-1r¢(e-1) + K'm@(m-1)¢ (3.32b)
donde * = conjugado.

La ecuacién 3.32 provee una interpretacién
alternativa de filtro de prediccién como. Los residuos de
un filtro predictor de mayor orden son funciones de 1los
residuos directos e 1inversos de los £filtros de orden
inmediatamente inferior. Este tipo de filtro tienen
ventajas de implementacién pues minimizan la propagacién
de errores de arredondamiento y tienen menor sensibilidad

a los valores de los coeficientes.

3.2.7 CONDICIONES DE ESTABILIDAD Y ESTACIONARIEDAD

Anteriormente hemos introducido cierta hipétesis de
estacionariedad para 1la cual un proceso en particular
permanece estable en torno de una media. Esto también
significa (Bex y Jenkins, 1970) que las rajices de 1la
ecuacién caracteristica ¢(B) = 0, de 1la parte auto-
regresiva del modelo ARMA generado esta fuera del circulo
unitario o plano complejo.

Adicionalmente las condiciones denominadas de

invertibilidad debe ser observada por el modelo ARMA (Box



3.4
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y Jenkins, 1970). Esta condicidén puede ser ilustrada por
la idea de gque, para un proceso MA(gq) puro puede ser
representado por un AR infinito de manera convergente, o
inverso de B8(B) debe ser una serie convergente o sea las
rafices de 68(B) = 0 deben caer fuera del circulo unitario.
Las dos condiciones se resumen en llamadas
condiciones de fase minima (Oppenhein y Schafer, 1975;
Dudgeon y Mersereau, 1984), gue inplica que la sefial y su
transformada 2 presenta las siguientes propiedades: es
aleatorio los ©polos (opuestos) y ceros de H(Z) estén
dentro del c¢irculo unitario y tiene la mayor parte de
energla parte del origen (en espectro de potencia) Yy

ademds de eso H e H"* son absolutamente aditivos.

IDENTIFICACION DEL MODELO

En los desenvolvimientos efectuados hasta ahora fue
suponiendo gque se conoclan las ordenes del modelo ARMA o
(SARIMA si fuera el caso). La determinacién del orden
entre tanto no es trivial y se constituye en realidad una
fase mas dificil del uso de la metodologla de series
temporales, denominada fase de identificacién del sistena.

La primera herramienta de andlisis de la serie
temporal es de formarlo la propia serie temporal

{usualmente mostrada en un grafico). Una tendencia



polinemial o mismo exponencial (como es el caso de la
inflacién peruana entre los afios de 1984 a 1992; puede ser
observada vy esa tendencia retirada. Transformaciones del
tipo Log o raiz cuairéda pueden ° ser utilizadas,
normalmente sugeridas por un conocimiento a priori sobre
el proceso. El objetiveo es producir una serie
estacionaria. Como alternativa para el caso de tendencia
polinomial se puede optar por diferencias sucesivas de la
serie, hasta que se alcance un aspecto de media constante.
Aln ese caso, al analizarse la FAC, puede ser gue se nota
que la misma cae lentamente, sugeriendo que el polinomio
del modelo aute-regresivo del proceso tenga un cero nuy
proximo del circulo unitario. Una muestra finita nunca
tendrd una FAC constante, misma que la serie ha sido
generada a partir de un modelo integrado de orden 4 = 1.
En ese caso serd necesaria hacer mds de una 5iferenciacién
en "lags" unitarios. Una vez eliminada la parte
correlacién unitaria vy estacional se pedra manifestar.
Repartir 1la FAC en atrasos peridédices sugiere un modelo
estacional; si en esos atrases la FAC cae lentamente puede
ser necesarla una diferenciacién estacional.

En 1la FAC los coeficientes fr;/-.-f= no tienen un patrén
fijo €2 comportamiento, ya que dependen de los valores de
los coeficientes de medias méviles del modelo. Para k>q

los coeficientes ru se determinan segfn una " ecuacién en



- 48 -

diferencias y decrecen segin una mezcla de oscilaciones
sinuseidales y/0 exponenciales amortiguadas._ La FAP
también presenta p valores iniciales sin un patrém fijo,
seqguidos de una mezcla de oscilaciones sinusoidales y/o
exponenciales amortiguadas.

En 1la figura N2 @6 se ha representado la FAC y FAP del
modelo ARMA(l,l) estacionario e invertible. La zoha
conjunta de estacionariedad e invertibilidad estA definida
por todas las combinaciones situadas en el interioz del
cuadrado de la figura.

Como puede verse gque la diagonal trazada (en la Fig. 6)
corresponde a aquellas combinaciones en que 6.=¢,. Cuando
se da esta cilrcunstancia el modelo ARMA gueda reducido a
un modelo de runido blanco. En efecto (1-9:B)Ze = (1-8i1B)aec
se convierte en: Z¢ = ae para $i = 6,.

También las combinaciones cercanas a esa diagonal
presentan dificultades de identificacién, puesto gue no
serdn fadcilmente distinguibles de un ruido blanco.

En la tabla N¢ #1 se presenta un resumen del
comportamiento de la FA y FAP en los modelos AR(p), MA(q)
y ARMA(p,q).

Come se puede notar 1la fase de identificacién
necesita de una cierta experiencla. En el caso de duda el

analista retiene algunas alternativas para coger en el



futuro al analizar el comportamiento del residuo, asunto
gue serd discutido en la secciédn sobre diagnéstico.
Tabla No 01 La FAC y FAP en modelo AR(p), MA(g) y
ARMA(p,q)
FAC FAP
AR(p) Decrecimiento rdpido de tipo Se anula para retardos
geométrico puro y geométri- superiores a p.
co con alteracién de signos,
sinusoidal o mezcla de
varios tipes.
MA(q) Se anula para retardos Decrecimiento rdpido
superiores a g. de tipo exponencial
y/0 sinusoidal.
ARMA(p,g) Los primeros valores inicia- Los primeros valores
les no tienen patrén fijo vy iniciales no tienen
van seguidos de una mezcla patrén fijo vy van
de oscilaciones sinusoidales seqguidos de una mezcla
y/o exponenciales amortigua- de oscilaciones sinu-
das. soidales y/o exponen-
ciales amortiguadas.
Después de obtenida la estacionariedad de la serie
falta establecer las ordenes p, q, P ¥y Q las diferencias
We = (1 - B)9(1 - B=)P. De la teoria (Sec. 3.3) se sabe
que la FAC se anula apartir del "lag" q para los modelos
MA y la FAP también se anula a partir del atraso p para

modelos AR; para el modelo ARMA completo en la FAC y en la

FAP se

anulan. Se observa por tanto la FAC y la

FAP se
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Fig. N2 @6 FAC y FAP de 6 modelos ARMA (1,1) estacionarios
e invertibles.

puede tener una idea del modelo subyacente a un proceso.
En 1la practica podrd ser preciso establecer un criterio
para saber cuando las estimaciones no son nulas, debido a
las variancias de los estimadores de la autocorrelaciones.
Segundo Granger y Newbold (1977) que citan a Anderson
(1942) 1los estimadores de FAC es FAP son aproximadamente
gaussianos para todos los "lags", cuando la seffal es un
ruido blanco, con variancia n~* ( donde n es el ntmero de
muestras), asi se puede usar el 1limite de + 2n~27/%2
(equivalente al doble de desviacién estandar de la
distribucién del estimador) como un indicative.mas o menos

grosero para saber si las funciones no son cero en ciertos
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atrasos, aftecltandose asimismo 1la hipétesis del ruido
blanco. De esta manera se obtiene inmediatamente de les
valores provisorios para p y g (E Y a), correspondiendo a
los valores de "lag" para los cualés la FAP y la FAC caen
dentro del intervalo +2n-*7%, por tanto consideradas
nulas. Para obtener el valor de P y Q cuando fuera el
caso, se analiza las FAC(sl) y FAP(sl) donde s es el
periddo de 1 =6,1,2,...

Para terminar el problema de identificacién bién
definido, fueron introducidos diversos indices, entre los
cuales, los mas utilizados es el llamado indice de AKAIKE
(AIC) (Priestley, 198l), que es puesto de 1la siguiente
forma:

-

AIC(p,q) = n 1ln 0g,q + 2(ptq) (3.33)
donde Ezp,q es igual a la variancia estimada para el ruide
para un modelo ARMA(p,q}.

La -idea general para el uso de este criterio de
cualidad para el ajustamiento es que en general al
aumentar el nimero de parametros del modelo la variancia
del residuo disminuye y el residuo es mas "blanco". En
tanto aumentar demasiadamente el nYmero de pardmetros es
desventaja, al disminuir la precisién en la estimacidn de
los parametros, es parte contraria al principio de
parsimonia, par la cual-se debe procurar modelos en su

forma equivalente al mids compacto posible.
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De tener 1los valores E Yy E iniclales, escojemos
algunas ordenes p<5 Y q<a para estimar los pardmetros de
los modelos ARMA(p,q). Los modelos escogidos es agquel que
minimiza el indice de AIC.

Adn as{ se verifica la necesidad de tener que
estimar 1los pardmetros de un nimero grande de modelos,
principalmente si hubiera opciones con relaclién al grado
de diferenciacién y transformacién utilizadas en la serie
original. Para disminuir esas dificultades se puede
utilizar la transformacién sobre las desviaciones estandar
de los estimadores de 1los pardmetros para eliminar
coeficientes poco significativos. La literatura presenta
también ofras funciones auxiliares para la identificacién
del rodelo tales como las autocorrelaciones Iinversas,
autocorrelacién parcial inversa, arreglos R* y S" y el
método Corner; todos esos revisados en Pereira (1984).
Esos métodos también facilitan 1la identificacién del
Proceso SARIMA pués muchas de esas funclones auxillares
indican que 1los coeficientes intermediarios deben ser
eliminados. En caso de ldentificacién de modelos

estacionales el Indice de AIC debe ser modificado para
AlICa = 2 n 1ln 0w + 2m (3.34)

donde m es el ntmero de coeficientes estimados.
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3.5 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS
Vease en esta seccién como, una vez fljada el orden
del modelo, cbtener los valores de los coeficientes del

modelo ARMA.

3.5.1 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS AUT

Sea YT = [¥1,...,¥Yyu)] una secuencia de mnuestras

conocidas del proceso Z.; deseandose gue & partir de estos
datos, estimar los parametros de un modelo tipo AR(p), p
dado, ajustado a esos datos. Existen diversos métodos de
estimacién de par&metros entre los cuales se pueden citar
(Melsa y Cohn,1978): minimos cuadrados (LS), ndxima
verosimilitud (ML) mé&ximo a posteriori (MAP), que difieren
entre si la cantidad de conocimiento estadistico gque se
puede tener con respecto a los pardmetros, siendo estimado
y de comportamiento estadistico de ruido. Los métodos MAP
no seradn discutidos en el presente.

Para el métodos de los minimos cuadrades, conforme
se ha visto en la secciédn 3.3.4 la solucidn es obtenida
por 1la sustituciédn en las ecuaciones de Yule-Walker, de
las correlaciones teéricas por las estimadas, adem&s de
eso, la solucién también puede ser obtenida por la pseudo-
inversa de la matriz de datos. Lo que cambian bAsicamente
en esas soluciones son las férmulas wusadas para los

cdlculos de las estimaciones de las autocorrelaciones.
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El método ML, da una estimacién de mejor cualidad que el
LS, pués permite incorporar en la solucién el conocimiento
a priori con respecto al ruido gque afecta al modelo
(ecuacidén 3.25c). Al ajustar el modelo a 1los datos
contenidos en y, obteniéndose el siguiente sistema en
forma matricial:
Ym = 2¢ + em (3.35)
como la ecuacién 3.25 €Tm = {€m+1,...,8n]l ¥ @ ocupa el
lugar de los parémetros o de posicién al orden del
predictor en ese caso es igual al orden del modelo AR(p).
La estimacién ML para ¢, cuando el residuo em tiene
una distribucién gaussiana, y dada por (Melsa y Cohn,

1978):
$ = (7L 2aR) Q" *aYm (3.36)

Observa gue para ese caso la solucién es identica al
GLS (ecuacidén 3.27). esta estimacién ML por no ser
"exacta" pués la construccién de los sistemas de
ecuaciones, con parte de 1los datos disponibles para
utilizar como condicién inicial (implicito 1la formacién
del vector ¥=). Esa es la estimacidén de madxima
verosimilitud condicional aquellas condiciones iniciales.
A partir de una mejor aproximacién de
verosimilitud '"verdadera" de los datos disponibles Box Yy

Jenkins (1979) presentan la siguiente expresién para 1la
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estimacién ML de 9:

# = D-1_d (3.37)
donde:
Daz
DZZ DZJ s se D2,9+1
. D:) DJ: . .
d = . Dp = . . H :
Dz'p-rl s s 0 s 00 Dp-rl.,p*l.
Dl,p*l
Diy = Dys = ;;;a + E;*x;s*; + ...+ ;;*1—3;;*1—& (3.38)

observese: ;; forma centralizada de ye.
Descomponiendo 3.38 para algunos términos en la
diagonal principal de Dy tenemos:

Dzz = Y2a-a2 + ... + Y23 + y22

Das = Y2n-2 + ... + Y23
Des = ... disminuyendo el némero de términos en 1la
sumatoria.

Como se puede observar las estimaciones ML
aproximadas conducen a soluciones semejantes al de las
ecuaciones de Yule-Walker con las correlaciones estimadas,
con variacién observada al calculo de las mismas
autocorrelaciones. Loé métodos vistos hasta ahora, el
iltimo presentado y el que presenta mayor aproximacién con

la llamada verosimilitud exacta (Priestley, 1981).
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3.5.2 ESTIMACION DE PARAMETROS DEL MODELO MA

No existe wuna manera directa para estimar los
parametros de los modelos MA, del tipo de ecuacién de YW,
asi{ como se puede ajustar modelos AR de ordenes crecientes
a los datos y* = [y1, ..., ¥nl] aplicando el algoritmo de
Levinson a 1las autocovariancias muestrales, se puede

ajustar a modelos de media mévil de ordenes crecientes

Ze = @ - Omade~1 = ¢vs - Ommi3r-m (3.39)
qg =1, 2, ..., por medio del algoritmo de innévaciones
(Brockwell y Davis, 1987), donde Omn significa el n-ésimo
coeficiente de un modelo de orden m ¥y va = 02, es la

variancia de ae:

Algoritmo de innovaciones

Vao = Co (variancia estimada de Z« )

— - k—1_ - -
Om, m-x = —V'l-u[cm-u - L Bm,m-3 Ox,x-~23 V-:] (3.4Pa)
3=O

k = 0, ..., m-1, ; cnx : es la autocovariancia estimada

parz el atraso k.

_ m—1_

V.m = CQ - E ezm,m—=V: (3-4gb)
3=2

Marple (1987) presenta un método alternativo , para

estimacién de parémetros MA, Qque usa la representacién de

un procesoc MA para un modelo AR de orden elevada. Los
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parametros AR(M), donde M >> g son posibles calcular
usando por ejemplo el algoritmo de Levinson. Como los
pardmetros MA tiene una relacién convolucienal con 1los
pardmetros AR visto que TZ(MA(q))/TZ(AR(»)) = 1, (donde TZ
significa 1la transformada Z) construyéndose un sistema de
ecuaciones gue permite calcular los pardmetros MA ya que
conocemos los pardmetros AR. No serfia posible usar 1la
ecuacién 3.21 porque la variable incégnita aparece come

producto 8.8.-. dificultando la resolucién del sistema.

3.5.3 ESTIMACION PRELIMINAR DE LOS PARAMETROS DEL MODELO
ARMA

Sea el modelo completo, de media cero, estable.

Zt = ¢lzt—l + ...t ¢p2t—p + ae -~ elae—l T eee T Sqae-q

(2.4)
Las condiciones de estabilidad asegura que la
expresidén MA(«) converge.

Zr = T Wyae—-s3 = wW(B)ae (3.41)
F=-O

Si observamos e interpretamos del punto de vista de
transformada Z (ecuacidn 3.2b), se deduce que
w(Z=*)=8(z2"%) / #(Z°*) 6:
6(Z~*) = w(Z~*)e(Z27%) (3.42)
Tomando la anti-transformada de 3.42 obsérvese que

se obtiene 1la convolucidn de 1los términos v Yy [



(Brockwell y Davis, 1987):
Vo = 1

min(d,p)
wﬂ + 8 ¢I.'=-I. j=1’2'3'-o. (3.43)

L=

H

Oy

donde por convencidn 8, = O para j>q y ¢s = 0 para J>p.
observandose a partir de la ecuacién 3.43 es posible,
utilizandose de esas relaciones para j = q + 1 hasta q+p,
extraer los p valores de ¢. ya que en ese intervalo 63 = 0
desde que se conoce w.. Para estimar los necesarios wa,
... Wg+p Se puede usar las estimaciones generadas por el
algoritmo de las innovaciones. Sustituyendo ws por -8ma en
3.43 y 1resolviendo las ecuacliones 1resultantes, para =m
suficientemente grande:

mAn(3,p) __

-.;m: = e: + E ¢I.eﬂ|pﬂ—:-l j= 1,2,:-.,q+p (3044)

3 =0

La ecuacién 3.43 con j = g+1, ..., g+p, observéndose

que ¢ debe satisfacer la ecuacién:

Bm = @ & (3.45)
donde:
Bm, a1 '
Om. q+2 ®a
B = . ¢ = .
gm,q"’v ;P
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Em:q aﬂl: Q-3 LIC En,qf:.—-p

aln' g+l .e—n,q e .e-n, QIr2I—~-p
e = . . . .

am, aQrp—1 « o e s » an’q

siendo resuelto 3.45 para ¢ entre 6 y haciendo uso de
3.44, tenemos:

- — nminl(d,») __ —_
e: = em: - E ¢l. em,ﬂ—].' j = 1’2’ -o-’q (3.46)

L=

La variancia del ruido blanco es calculado a partir

de 3.40b:

0?a = Vam (3.47)
Un criterio para escojer m suficientemente grande para
considerar una buena aproximacién para un modelo MA(w) es
escoger m de forma que sean ajustados al modelo MA(m) de
orden creciente, de tal forma gue se minimice el indice
del criterio AIC, que' corresponde a la seccién de
identificacién del modelo.

MARPLE (1987) presenta otro método para la
estimacién preliminar de 1los parémetros ) Y ¢ en los
siquientes pasoes; primero son estimados los parametros AR
utilizandose de wuna variante de 1la ecuacién de YW

modificada, 1llamada 1la ecuacién de YW modificada de
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minimos cuadrados. La serie es filtrada para asi obtener
residuos del tipo MA. Un modelo MA(g) es ajustado a estos
residuos usandose el método anteriormente descrito.

Vale observar que la ecuacién 3.45 es una ecuacién
del tipo YW donde los coeficientes de expansién MA(e)

sustituyen las correlaciones muestrales.

3.5.4 ESTIMACION DE PARAMETROS POR MAXIMA VEROSIMILITUD
PARA LOS MODELOS ARM2

Sea ¥* = [ ¥Yi,¥2,...,¥n] un vector de observaciones

de un proceso estocdstico Z. de media cero. Conociéndose
el orden del modelo ARMA(p,q) que generd el proceso, mas
no se conoce los pardmetros #i,...,%n; 01,...,6q ¥ 02a (la
media se supone cero), o sea las observaciones y. fueron
extraidas de wuna distribucién cunjunta p(y|¢,e,aa.).
Contando con las observaciones deseamos saber cuales son
los valores para los pardmetros mds probables de haber
dado origem a esos datos. Las estimaciones de maxima
verosimilitud de los = pardmetros son considerados
deterministicos, y deseandose esta maximizar una £funcién
L(¢,0,02aly) gque es de la misma forma que p(yl|®,08,0%a).
Astnese que las observaciocnes vienen de una
distribucién normal.
Para 1inicio del andlisis, considérase, por lo tanto wuna
distribucién de ruido de entrada o "shocks™, que suponen

gaussianos e independientes entre si. siendo la



- 53 -

distribucién de 1 "shock" simple dado por:

g Va1 k-
(2w) de
placlozn) = ————- exp[— ] (3.48)
Cm 20t o

La distribucién conjunta de los "shocks" de entrada sera:

“aA/szZ n n 2
p(az, ...,383n) = (2m) Cu~"exp{- 1 £ ae} (3.49)
202, ==
mds de 3.1
de T Ye - ®a¥Ye-2 = v - Pp¥Ye-p + Brde-3 + ... + Ogde—-a

(3.58)
sustituyendo 3.580 en 3.49 se obtiene 1la densidad de
probabilidad conjunta de y dado que el Jacobiano de 1la
transformacién es unitarie (Nelson, 1973; Priestley,

1981):

-n/2 1 n
plyl®,8,02.)=(2n) olexp[— --- L (y=-¢;ye-;-...-¢,yg-p+...+9qag-q)l]
- 20t E=1
(3.51)
La funcién de verosimilitud de los datos es por 1lo
tanto:
—l/2n —-n 1 n
L{¢,8,02aly)=(2n) c.exp[— --=-- E a=(¢,9)=] (3.52)
202, t=1
Puede observarse que la expresién 3.50 no siempre
puede ser calculada para todos 1los 4indices t, pués,
conforme el orden del modelo no tiene los valores de ae ©

Yye para t s 0. Para resolver el problema o se ajustan 1los

limites de la sumatoria en 3.52 o se asumen los valores no
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existentes como cero. Box y Jenkins (1974) sugieren
también un método denominado "back-forecasting"™ para
estimar Jlos valores iniciales necesarios para el cAlculo
de L(m). Asi siendo la funcién de verosimilitud L(w)
deberia ser exacta, pues no usa todo los datos disponibles
o] esto es necesario establecer hipétesis para las
condiciones 1iniciales (c.i.). De cualguier forma para un
nimero grande de datos de trat miento 1las c.i. no
influenciaran mucho el resultado. Referiéndose a
(Priestley, 1981) para mayores detalles sobre la
elaboracién de verosimilitud exacta.

Lo gque se procura son los valores de ¢, 6 y 0ta que
maxim.zan la ecuacién 3.52. Para facilitar los célculos e
elimindndose 1los valores constantes basta maximizar la

expresidn:

‘ 8(#,68)
Log Li{wm) « 1l{¢,8,0i4) = - n 1ln Ou = ~~-z~ {3.53)
20a
donde:
"
S{#,8) = € ac{®,0)? {3.54)

T-l

Para maximizar 3.53 basta inicialwente minimizar
S(w), y una vez calculado ese valor y los parémetros @ Yy
@, el valor o*s es dado por (derivando e igualando a

cero):
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Tm = —mm—m- (3.55)

En el célculo de los pardmetros del modelo ARMA, en
general la expresién S(m) sera altamente no lineal en
relacién a los paré&metros; la solucién directa es por 1lo
tante muy -dificil en la mayorla de los cases. Para la
solugcién apliquese los métodos de estimacién no lineal,
por ejenplo bas&ndose en aproximacién lineal del -modelo,
el llamado método de Gauss-Newton (GN) (Nelson, 1973), que
es un método iterativo y que utiliza inicialmente las
estimaciones preliminares generadas por 1los esquemnas
descritos én las secciones anteriores. Las diversas
estimaciones para los pardmetros son generados hasta gque
$(#,8) no cambie ma&s dentro de ciertos limites y los
valores alcanzados para ) y & en la Gltima iteracién son
las estimaciones de madxima veroesimilitud procurada.

En principio la funcién S(¢,0) puede tener varies
minimos locales, mas usandose las estimaciones
preliminares como partida, normalmente se alcanza al menor

valor entre los minimos (Nelson, 1973).

3.4.5 ERROR ESTANDZ

Las estlmaciones por maxima verosimilitud de 1los

R DE LOS

pardnetros son v.a, desde gue son funcién de los datos. De

la teorfa estadistica (Nelson, 1973) se sabe que en
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condiciones mds o menos generales para "grandes" muestras
las estimaciones son distribuidas normalmente con matriz

de covariancia dada por:

d:8(R) 92S8(B) -1
P21 3B10Pp+a
V(B)=20ta . " . (3.56)
228(B)
dB2p+a

donde:
B = [¢,0]

Para el célculo de 3.56 utilizandose los valores de
¢ y 0 de la dltima iteracién para el calculo de S{B) por
el procedimiento de GN. su hipétesis nula del estimador de
cada parémetro tiene variancia [3:8(B8)]/0Bts = 0tas. Por
tante para poder determinar si determinado parémetro es
diferente de cero en un nivel de 5% basta verificar si
|Bs] > 20ms.. Es posible establecer también, un intervalo

de conflanza para los parémetros preliminares.

3.6.1 MODELOS NO ESTACIONARIOS

Cuando una serie en estudio es no estacionaria, Yy

que ocurre frecuentemente, se procura a través de las
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transformaciones en los datos hasta tomar la
estacionariedad. Un transformacién muy utilizada es 1la
funcién logaritmica o 1la raiz cuadrada por ejemplo.
Ciertos cuidades deben ser tomades cuando se gQuiere hacerxr
la previsidén de los datos originales, pues no siempre 1la
previsién en campo original es dada por la inversa de 1la

transformacién utilizada (Pereira, 1984, Sec. 9.5).

El tipo de no-estacionariedad mas comunes es la
llamada no-estacionariedad homogenea cuando sucesivas
diferencias de la serie en estudio son estacionarias, o
sea Z. es esta una serie no-estacionaria homogenea de la

serie:

We = 992 = (1 - B)9Z. (3.57)
son estacionaria; d es el orden de diferenciacién vy

(1-B)Ze = 2e¢ - Ze-a

Una serle temporal con no estacionariedad homogenea
es llamada un proceso ARIMA(p,d,q) (Autorregressive
Integrated Moving Average), donde d es el grado de

diferenciacién y We = 9v2Z¢ es un proceso ARMA(D,q).

Como ejemplo, podemos observar una serie cuya media
sea funcién 1lineal ascendente en el tiempo (también
llamada de no-estacionariedad en tendentia). Basta

diferenciar una vez y facllmente se observa que la media
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tendra media constante. Muchas veces, podra ser necesario
conjugar una transformacién y una diferenciacién, para
tener la serie estacionaria.

En adelante se verd como identificar una posible no-

estacionariedad a partir del andlice de FAC y de FAP.

3.6.2 MODELOS ESTACIONALES

Estacionalidad es un fenémeno gque ocurre con mucha
frecuencia en diversos procesos naturales, comec datos
hidrometeorolégicas, particularmente en los procesos
econédmicos, donde practicamente todo se refiere a periodos
anuales. Existen 2 métodos principales que procuran
modelar la estacionalidad: un deterministico, donde el
proceso estacional es considerado una suma de un proceso
deterministico perfodico con un proceso estocdstico; otro
estadlstico que permite clierta aleatoriedad en la
componente estacional. Aqui el proceso estocdstico es
considerado en una multiplicacién de componentes, una no
estacional para modelar los aspectos intraperlodos Y otras
componentes cuantas fueron los aspectos perlodicos
determinados.

El primer método denominado de "descomposlicién clisica" o

proceso Z« es considerado como:

Ze = M + B¢ + W (3.58)

donde me. es una funcién que varia lentamente, llamada de
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tendencia, s« es la componente estacional y W« es el
proceso ARMA.

Obsérvese que en ese caseo We ya es considerado
estacionario, pues el término tendencia es retirado de 1la
serie, por ejemplo, ajustando una curva poligonal a 1los
datos observados de la serie y retirando a esos valores
deterministicos en funcién de t, de la serie observada. La
diferenciacién secuencial discutida en la seccidn anterior
también podria eventualmente ser aplicada agqui para asi
alcanzar la estacionariedad. El termino s« -estacional- ,
agui también es una componente deterministica seria
calculada, por ejemplo, por considerar la media de valores
correspondientes dentro de cada estacién (por ejemplo: la
media del ndmero de accidentes de carro en Lima en un
periedo de 10 afios, después de retirar la leve tendencia
del aumento de natmero de carros vendidos de afio por afio).
Esas medlas de los valores en las posiciones temporales
dentro de la estacién, definen un periodo de 1la £funcién
que se repite periodicamente durante todo el tiempo al que
se refieren las observaciones. De las observaciones Y,
instancias del proceso Ze, s€ extrae por tanto la serie We
que es la serie a ser modelada habiendo sido retirada 1la
tendencia y la estacionalidad. Otros métodos pueden ser
vistos en (Brockvell y Davis, 1987; Granger y Newbold,

1977).
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Funcién de Autocorrelacién.

Las FAC y FAP son calculadas con las ecuaciones para
serlies no estaclonales, pero eéta vez con perfiodo
estacional. Examinaremos en particular un - modelo AR(1l)
estacional 6 AR(1l)ae Yy viene definido porf
Ze = $alc-u + ae (3.59)
entonces bajo el supuesto de estaclionariedad, que exige
|#|<1 1la variancia y las covarianzas se pueden calcular
multiplicando ambos miembros de 3.59 por Ze-« Y tomando
esperanzas; asi tenemos:
k=0
Yo = ElZ2c] = $t1E(Ze-a)t+E(ac)t+2E[acZe-al]l = $2.Yc + 024
entonces Yo = ota/(1 - ®23)
k=1
Yo = E(Zele-a) = ®2E(Ze-nZe-n) + E(dcZe-a);
las dos esperanzas del gegundo miembro son iguales a cero
(0),10 que Ze-« Y Ze-1 no existe ninguna relacién,
entoncas ¥a = O.

Se puede resumir las distintas autocovarianzas (FA) y se

pueden expresar:

ota/(1 - &2;) para k=0
Y = ®1¥c-u para k=s,2s,3s,..
0 en los demds casos.

(3.60)
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dividiendo ambos miembros de 3.60 entre Y., se obtiene 1la

FAC:
1 para k=0
P = P1fe-a para k=s,2s,3s,..
o en los demds casos.

(3.61)
Como puede verse en el modelo AR(l)s son aplicable 1los
resultados obtenidos para un AR(1) ordinario, con la unica
salvedad de que solamente hay gue considerat los
coeficientes correspondientes a los retardos s, 2s, 3s,...
Como ejemplo de la funcién de autocorrelacién para un
modelo AR(l) y un AR(l)ma cOn ¢a = &1 ¥y s = 4; se muestra
en la tabla No 82 de igual manera se muestra los graficos

en la Fig. Ng 87.

TABLA Ne 02 Funcién de autocorrelacién en un modelo
AR(1l) y un modelo AR(1l)}s

(¢1=°1=ﬂ,8)

Retardo AR(1) AR(1l)a
1 00,8000 )
2 a,6400 g
3 80,5120 a

4 09,4096 g,80080
5 88,3277 ]
6 @8,2621 @
i 09,2897 ]

8 #,1678 8,6400
9 g,1342 @
16 8,1074 ]
11 08,0859 )

12 8,0687 09,5120
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|
i

1% 18 4 6 12 18 t0 £

Fig. Neo 87 Funcién de autocorrelacién de modelos AR(1)
Y AR(1)4.

Otros modelos estacionales puros mas usados son:

AR(2)=s @ Ze = $172¢c-a + P22c-2a + ac (3.62)
1l k=0
P]g = @:LP\:—- + & rg—za k=s,2s,3s8,... (3.63)
0 en los demas casos

]

MA(l)a ¢ 2+ de -~ 013¢c-w

1 k=0
P“ = -8./(1 + 625 k=s,2s5,38,... (3.64)
0 en los deméds casos

MA(2)as : 2¢ = Qe - 8312¢-u - 828c-2a

1l k=0
-Ja + 8.0z
e e e S o o e o k=s
1 + 3821 + 32,
= (3.65)
_61
-------------- k=2s,3s,...

1l + 63 + B2,

0 en los demAs casos
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ARMA(1,1)s : Ze = $12¢-a t 8c - G18c-m

(1 - $282)(®2 - 6a)
Pk = ) e e o e e e et e k=s (3.66)
¢1 't-. k=2s,35, as e

0 en los demds casos

En general, un modelo ARMA(P,Q) estac’Hnal puro
tendrd la siguiente formulacién:
Ze - ®12¢c-n - ... — PpZe-up = Ac - 0218c-a —+..— Oadc-aa
utilizando el operador polinomial de retardos:
$u(B)2e = du(Blae (3.67)
para s=12
$12(B)Ze = 8i12(B)ac (3.68)

cuyos operadores son definidos por:

®(B) = 1 - &1B*2 -...-$pB2®® ; para el proceso AR(P)s
6(B) = 1 - 3,B*2 -,,,-8gB%2° ; para el proceso MA(Q)s
Modelos Estacionales Multiplicativos Estacionarios

Anteriormente se han examinado modelos ARMA sin
ningtn calificativo y que denominaremos ordinarios,
después los modelos ARMA estacionales y ahora combinando
estos dos modelos se pueden formular el siguiente modelo
general mixto multiplicativo ARMA(p,q)xARMA(P,Q)s, también

llamada SARMA(p,q)x(P,Q)s Y representada :
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?(B)9¥(B)Z = 68(B)d(Blae (3.69)
En 3.69, tanto la parte autorregresiva como en la parte de
medias méviles aparecen el producto de dos operadores
polinomiales: uno ordinario y otro estacional y como 1la
serie de caudales tiene un perlodo estacional con s=12,
como ejemplo de un modelo multiplicativo simple tenemos:
MA(1l) x MA(l)aa2, expresado:

Ze = (1 - 61B)(1 - di1B*?)ae (3.70)
desarrollando 3.78 se tiene:

Ze = @ - 818e-1 - 81de-12 + 0101de-21> (3.71)
Evidentemente la formulacién equivalente a 3.71 utilizando
solamente pardmetros ordinarios serla la siguiente:

Ze = Ae - 6i1de-1 - Or23ac-22 t Bi13dc-a> (3.72)
Como puede observarse, el modelo 3.71 contiene dos
pardmetros, uno ordinario y otro estacional, reflejando el
término a ae-a3 1la interaccidén entre ambos y es utilizado
por el "Forecast Plus". En cambio en 3.72 se ha
introducido un nuevo pardmetro para recoger la influencia
de este dltimo término llevando a un ordinario 6.a y que
es utilizado por el "TSP".

Naturalmente si existe 1la Interacclién entre 1la parte
ordinaria y la parte estacional es preferible utilizar el
modelo 3.71 ya que es m&s escueto.

Funcién de Autocorrelacién

El célculo de la FAC correspondiente a los modelos
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SARMA pueden llegar a ser laborioses.

En Uriel (1985), menciona a Pefia (1979) que ha
deducido wuna férmula general que permite aproximar los
coeficientes de autocorrelacién de un proceso ARMA(p,q) X

ARMA(P,Q)a. Esta aproximacién viene dada por:

K ¥ - ‘

ke T e Z Pmws < w L -wy— 3.73
Pe = Pr ¥ T Pomslpn b fams—n) (3.73)
donde:

Pe ¢ coeficiente de autocorrelacidn de ordem k en un
proceso ARMA(p,q).

fk coeficiente de autocorrelacién de oerden k en un
procesao estacional puro ARMA(P,Q)a

fu coeficiente de autocorrelacién de orden k en un

proceso multiplicativo ARMA(p,q) x ARMA(P,Q)s .

La ecuacién 3.73 es exacta en caso de gque 1la parte
ordinaria sea un proceso de medias méviles de orden
inferior al perleodo estacional. 8i 1la parte ordinaria
tiene términos autorregresivos, entonces es claro que r-
no es 1igual a cero (0); sin embargo, si el orden de la
parte autorregresiva es bajo y si el periodo estacional es
realtivamente elevado.

En el caso de datos mensuales, se verifica que [« = O para
k 2 s; adoptando esta aproximacidén, la aplicacién de la

férmula 3.73 permitiréd obtener los siguientes.resultados:
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i) En los retardos bajos 1,2,...,s/2 la 8Gnica estructura

i)

iiiy

que aparece es la correspondiente a la parte
ordinaria.

=

fo = P i para k = 0,1,2,...,8/2 (3.74)

ya que pk,.-; = 0 vy P"““ z 0 para 1=1,2,...

En los retardos k=s,2s,3s,... el ®6nico efecto
1mp6rtante es el correspondiente a la ~ parte
estacional, en efecto:

K - - - -

b= b ¥ felantped * fanCfamtpe) = pape = o
En los retardos contigues a méAltiplos de s, se
obtiene simétricamente la reproduccién de la parte
ordinaria tomando como referencia los valores de los
retardos estacionales.

Asi para k=s+g, siendo g<s/2, se obtiene el siguiente

resultado:

frra = fora + o lpraratoa) +ooe = f2pou = Pafe

ané&logamente:

':—g = r-—q + P:(Pz-—q"'PG) ... ® ':'6

de acuerdo a lo anterior;
.3 x
'.fg z r.—g

en general se verifica que:

'-'lhfq ® '.llh-q a ':n % 'q (3.77)
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A los coeficiente de autocorrelacidén contiguos y multiplos
de s se los denomina a veces coeficientes satélites,
caracterizandose porque recogen la interaccién entre 1la
parte ordinaria y la parte estacional, y por la propiedad
de simetria. Esta propiedad se puede perder cuando el
periodo estacional es corto (s=4) y la pa:tg ordinaria es
autorregresiva con raices cercanas al circulo unitario.
Podemos citar como ejemplo un model  SARMA(O,2) x (0,1l)a
cuya expresidn es: Ze = (1 - @3B - 82B2)(1l - §1B"jae y de

acuerdo a 3.73, 3.65 y 3.8 y las FAC toman los siguientes

valores:
1 k=0
: ~8x + B18Ba
I},_ B m k=1
1 + a2, + Q23
Pz B e o e i e k=2
1 + 823 + B2
» :ZP. k=s-2
no- f - (3.78)
'1P_ k=5-1
- - 61
. T e e k=5
f 1+ 425
- x
'1?«.‘ = '-—1 k=8+1

k=s+2

-
N
]

1
-
]

1
N

0 en los demas cdsos
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Aunque existen estudios referente al comportamiento
de 1la FAP en un modelo estacional multiplicativo, 1los
patrones son mas dificiles de establecer. En general,
puede decirse que la parte de medias méviles ordinaria y/o
estacional, introduce un decrecimiento expo..cncial con
posibles oscilaciones sinusoidales. Por el contrario 1la
FAP de un proceso AR estacional presenta unm corte brusco.
Uriel (1985) menciona lo cual dificultoso es calcular, sin
embargo dice se puede complementar con Hamilton 'y Watts.
(1978).

Como resumen de modelos multiplicativos estacionales .
puede construirse la Tabla NQ @3

Tabla Ne 03 FUNCION DE AUTOCORRELACION Y
AUTOCORRELACION PARCIAL

Modelos FAC FAP
AR(p)xAR(P)a Decaimiento exponencial Se anula para
y/a escilaciones sinu- k > ptsP

soidales atenuadas.

MA(q)xMA(Q)a Se anula para Decaimiento exponencial
k > g+sQ y/u oscilaciones sinu-
soidales atenuadas.

En cuanto a la estimacién de estos modelos, SARMA,
son vAlidos algqunos métodos estudiados para modelos
ordinarios. Sin embargo es necesario hacer algunas

consideraciones.
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Asi un proceso mixto, con componente estacional y no
estacional, no se puede estimar por métodos lineales, a
diferencia que ocurrfia con los procésos autorregresivos no
estacionales.

Por otra parte, en la estimacién condicionada de los
proceso autorregresivos estacionales (SAR) hay que tener
presente gque se perderan D¥*s obsérvaciones iniciales. La
estimacién no condicionada reguiere del cdalculo hacia
atras de muchos mas términos gque en 1los procesos no
estacionales; por este motive, en los modelos estacionales
las diferencias entre una estimacién condicionada y una
estimacién no condicionada puede llegar a ser
considerable, siendo preferible, como es légico, utilizar
este altimo procedimiento.

Para 1la validacién de los modelos estacionales se
aplican las mismas técnicas para los modelos ordinarios.
81 el modelo seleccionado subsiste en sus residuos algtn
componente de caracter estacional. Cuando la FAR presenta
valores significativos en algin retardo maltiplo del
periodo estacional serd indicativo que el modelo
seleccionado no explica completamente el componente
estacional. Una forma alternativa para detectar si atn
subsisten periodicidades sin explicar es mediante el
pericdograma acumulatlivo normalizado tal como propone Box

y Jenkins (1976).
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El modelo SARIMA(P,D,Q)s (Seasonal Autorregressive
Integrated Moving Average) es wuna generalizacién del
proceso ARIMA, que lleva en consideracién la dependencia
de observaclones afectadas por perlodos de tamaflo s. Asli
se tiene el modelo:

Ze = ®2%c-a + +.. + OpZe-ap + e - 028e-a-...-8ar-aa

(3.79)
donde e« es proceso ruido blanco y Z< tiene media cero y
es estacionario.

Denotando la diferencia estacional por We = Ze-Zc-a,
o0 W = (1 - B*)Ze para permitir series estacionarias,
llegando al modelo:

(l-ﬁ:l.B-"- - -"’épB-p) (l—B- )ng = (1 - 8.B=-.. .‘GQB.Q)eg
(3.80)

donde D permite diferencia estacional de mayor orden.

El modelo de encima contiene defectos por no
contemplar relacién entre estaciones, o sea las
autocorrelaciones intermediarias de las estaciones serlan
cero, el due no es muy razonablé en la mayorfa de los
casos. |

Para modelar esaé interacciones entre atrasos

unitarios se supone gue el ruido ee siga un modelo ARMA.

Tengase finalmente el modelo general multiplicativo:

(1-618-_3 . .“5,3'0) (1-613-0 . o-eqnq)at (30813)
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en una notacién mads compacta:
4o (B® )95 (B)999PZ,. = 8o(B=)08g(Blae + M {3.81Db)

El modelo es multiplicative en sentido gque la serie
final pasa por dos filtros ARMA, uno simple y otro
estacional.

La estimacién de pardmetros de un modelo SARIMA no
es muy diferente, de un proceso ARIMA. La diferencia We =
(1 - B)2(1 - B*)PZ constituye un proceso ARMA(p+sP,q+sQ)
donde algunos de los coeficlentes son cero. Expandiéndose
las relaciones multiplicativas de 1los pardmetros del
modelo para un dato conjunto p,P,q,Q,s se relacionan con
los valores calculados para el modelo ARMA, hallandose los

valores para &(am),e(m),5(m) y 6(m),.

DIAGNOSTICO Y REVISION DEL MODELO

Después de estimar un modelo tentative para los
datos existentes es necesario verificar la adecuabilidad
del modelo a esos mismos datos. Este procedimiento es
denominado de dlagnéstico y sirve también para orientar la
modificacién del modelo cuando es necesarié. El

dlagnéstico se basa en los llamados residuos.

3.7.1 OBTENCION DE LOS RESIDUOS
Supongase el modelo ARMA(p,q) obtenido a partir de
3.81, donde We = v2vPZ.

#(B)VWe = 6(B)ac (3.82)
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fuera ajustado a las observaciones ¥n = [¥1,...¥n] con

estimadores ¢ Yy 9.

La cantidad ae en 3.83 es conocida como residuo:
ae = 8 *(B)#(B)ye (3.83)
5i este modelo estuviera correcto, entonces los
residuos ae constituyen un proceso de ruido blanco y como
visto antes, las autocorrelaciones muestrales de esos
residuos deben ser aproximadamente cero para "lags"
mayores que cero. En la practica, se podréan, como los
coeficientes de 3.83 son estimados entonces la secuencia
ac no es sucuencia independiente e identicamente
distribuida Brockwell y Davis (1987, p. 299), ¥y 1la
distribucién de las correlaciones muestrales de 5;(3,6) no
es la nmisma de a(¢,0) ahora se podrd esperar gque las
correlaciones muestrales de a« podrdn dar informacién
valiosa respecto a la adecuabilidad del modelo. Lo que
sucede es que, como aportan Granger y Newbold (1977);
Brockwell y Davis (1987) y otros, la desviacién estandar
de z,(E(J,E), puede ser considerablemente menor que la
desviacién estandar del estimador con el valor real de los
parédmetros si esos fueran conocidos, ahora el limite de =
2n—~*72 para asi considerar una autocorrelacién como cero
adn continua vAlido para grandes atrasos.. Para atrasos

pegqueiios (menor que é para modelos no muy complicados
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(Granger y Newbold, 1977), el intervalo de confianza puede
caer hasta la frontera (meta) cen relacién al intervalo
que serfia si se conoce los pardmetros reales (Box vy
Jenkins, 1978). Como 1la variacién del intervalo de
confianza es funcién complicada del modelo, Granger y
Newbold (1977} sugieren gue se use los intervalos de
confianza estandard observéandose, por lo menos para k < 6,
los velores de autocorrelacién se pasan los limites del
intervalo de confianza, fijadndose mas proximo a cereo.

En el cdlculo de los residuos, aparece la ecuaclén
de las condiciones iniciales, ya mencionada en la seccién
de estimacién de médxima verosimilitud. Normalmente se
utiliza los mismos criterios ya mencionades, mismo porgque
al término de 1la daltima iteracién en el calculo de
estimado por maxima verosimilitud los residuos ya estén

establecidos.

3.7.2 USO DE LOS RESIDUOS PARA MODIFICAR EL

Supone que el andlisis de los residuos indican la no
adecuabilidad del modelo:
#(B)Ze = 6(B)ac (3.84)
y que el modelo identificado y estimado para los residuos
fue:

#'(Blae = 8'(Bla'« (3.85)

sustituyendose el modelo 3.85 en 3.84 tenemos el nuevo
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nodelo tentativo es:

#'(B)®9(B)Ze = 6'{B)6(Bla'« (3.86)

El nuevo modelo 3.86 ser& aguel modelo modificado

por los residuos y debe ser el més representativo.

3.7.3 ANALISIS DEL BERIODOGCRAMA

El periodograma pretende confrontar las posibles
frecuencias en la serie para identificar cuales pueden ser
las frecuencias importantes para explicar el
comportaniento de la serie. Tal es asi se usa en la parte
de identificacién de modelos como complemento de la sec.
3.4.

Schuster en 1898 definié el periodograma de 1la
siguierte manera:
para: w = 2up/N p=1,...,(N/2 - 1)

se calculan:

(2/N) £ Ye COS tw

4=

alw)
Y (3.87)

(2/N) £ ye sen tw

1 =2

b(w)

en algén momento encontramos expresiones del tipo a(w) ¥
b{w}) durante el andlisis arménico; mnétodo para
correlacionar una serie {ye} con arménicas de £frecuencia
angular v,

En base a ellos calculamos la "Intensidad" de cada



..75_

frecuencia w como:
I(w) = [a(w))® + [b(w)]2 (3.88)

y el grdfico I(w) Vs. w se le denomina periodograma.
en estos pericdogramas podemos observar algunos, saltos,
picos, etc. con sus correspondientes frecuencias.

Para las observaciones de un proceso estocéstico de
ruide blanco a., t=1,2,...n; con frecuencias fi (fa=w/2x)
las expresiones 3.87 y 3.88 podemos escribir, un estimador

del espectro del proceso asi:

{2/n) & ae cos (2ui/n)t

a(f,.) =
Ll
Y
b(f.) = (2/n) E a« sen {2ni/n)t
L w]
la "intensidad" de cada frecuencia seré:
n 2ui " 2ni
Ia(fa) = (2/R)I(E @e cos --~t)* + (E @e S5En ---t)2]
et n =1 n (3.89)

0<£1<1/2, llamado perioddgrama para analizar los residuos
del proceso. Este estimador fue uno de los primeros a ser
propuestos en los estudios iniciales al AnAlisis Espectral
de series temporales con la finalidad de  detectar
periodicidades en lgs datos. Un pice en la frecuencia
fi=i/n indica una periodicidad de perfiodo 1/f..

Para y.; t=1,2,.., como variable continua, se puede tomar
valores en wun intervalo [-r,n] &6 equlvalentemente a la

frecuencia f=2uw, como una variable continua gque puede
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tomar valores en [-1/2,1/2), cuyas modificaciones y otros
para el paso del andlisis arménico al andlisis espectral.
Puede probarse, cuando 1la diferenciacién del
espectro ae es ruido blanco, entonces el espectro es
constante e igual a 20:a. en el intervalo [0,1/21].
Pa(f) = 202a, 0 < f 5 1/2

en consecuencia:

o , £<0
3
Pa(f) = I Pa(g) dg = 2c2.f 0<£<1/2 (3.90)
(]
Ota £21/2

como se muestra en la fiqgura N2 @8 el "espectro acumulado"
(o funrién de distribucién espectral).

Como 1la intensidad I.(f) es un estimador de Pa(f) vemos
gque la estimacién de Pa(fs) es (1/n) ; Ia(fs) ¥y

4 m

J
L Ja (£a)
C(fy) =*"2-czmemmm (3.91)

C(fs) de 3.91 es una estimacidn de Pa(fs)/02.; y es el
periodograma acumulado (normalizado), como se muestra en

la Fig. N2 8.b para un ruido blanco.

El gr&fico C(fs)xfs de la Fig. N2 99 estaria representado
al rededor de una recta gue pasa por los puntos (0,0) y

(0.5,1).
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Fig. No #8 Espectro y Espectro acumulado del ruido blanco

(o (/) 2 TN O

Fig.N2 09 Periodograma acumulado Normalizado Vs.

Frecuencia para un ruido blanco (Valores de C(fs) VS.f,).

81 el modelo no fuera adecuado, habrdn desviaciones
sistemdticas de esta recta. Podemos usar un test de tipo

Kolmogorov-Smirnov para evaluar si 1las desviaciones
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observadas son compatibles o no con lo que esperariamos si
a+ fuese ruido blanco.

Podemos obtener limites de confianza alrededor de
la recta teérica, hallados a una distancia :K(a)//Q de
esta recta; valores criticos de K(a) para algunos valores
de @ son dados en la tabla Ne #4; tomado de Box y Jenknis

(1978@).

Tabla N¢ 84:

Coeficientes para los cdlculos del 1limite de confianza
para los test del periodograma acumulado.

o S e —————— - e o At ————— —— ——— "

P 0,01 0,05 0,10 0,25
K(a) 1,63 1,36 1,22 1,02
agui, q = [(n-1)/2] 8i n es inpar; igual a (n-2)/2 para n

par. Si el gr&fico C(f.s) cruzan los limites paraleles en
una proporcién mayor gque 100u% de veces, los residues no
serdn aleatorios.

En 1la figqura No 16 se representa el comportamiento de un
periodograma acumulado de una serie Z. y para una variable
a« ruldo blanco, con su lilmite de confianza; para mayor

informaclén revisar Box y Jenkins (1970) p. 294.
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Por ejemplo, el intervalo que se muestra en la Fig.
18 es para n=224; y un nivel de confianza para a 5% y 25%:
de la tabla 4 K(a) tenemos K(0.65)=1,36 y K(0.25)=1,02; vy

el valor de q=(224-2)/2 = 111; entonces el intevalo sera:

+ 1,36//111 = = 0,13 o = 5%
+ 1,02//111 = ¢+ 0,10 a = 25%

Clt)
0.76
0.5
0254
o 2
Periodo
0.26 —— 0.50 Frecuencia

Fig. N@ 19 Periodograma acumulado de la serle y limites

de confianza.
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3.7.4 PRUEBA DE BOX Y PIERCE.

Box y Pierce (1970) sugerieron una prueba para las
autocorrelaciones en los residuos estimados; a pesar de no
presentar diferencias ¢é discrepancias especificas del
comportamiento del ruido blanco, y puede indicar si estos
valores se presentan muy altos, con relacién a 1las
autocorrelaciones residuales (rx).

x
Si el modelo fuese adecuade, el estadistico: QB = nt r3x

]
tiene wuna distribucién Chi-cuadrado (X2) con k-p-gq-P-Q
grados de libertad (G.L.) para el modelo SARMA(p,q)x(P,Q).
La hipétesis del ruide blanco es rechazada para los

valores grandes de QB. En general basta tomar las primeras

28 6 25 ru.
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Iv,

Los modelos vistos hasta ahora son apropiados para
describir series estacionarias. Esto es que las series se
desenvuelven en el tiempo alrededor de una media
constante. Probablemente las series encontradas en la
practica nunca son estacionarias, con excepcién tal vez
para diversas formas de "ruidos", subyacentes a ciertos
fenémenos fisicos.

Las series econémicas, por ejemplo( son no
estacionarias, y cuando se diferencian recién tornan
estacionarias, 1las series como de preclos, de PNB, etc.
asi por ejemplo 2« es no estacionaria, més
We = Ze¢ = Ze—a = (1-B)Ze = %I (4.1)
es estacionaria.

Una serie puede presentar de varias formas de no

estacionariedad. Considerando un modele AR(1l)

(1 - ¢B)Ze = ae (4.2)

Vimos gque 1las condiciones de estacionariedad es
|¢|<1. 8i #=1 obtenemos un proceso no estacionario Ze=Ze-
atae Yy es facil verificar gue si |¢|>1 el proceso 4.2

"explote", a medida gue t aumenta.
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Los modelos a estudiar, son apropiados para
presentar series cuyo comportamiento es no explosivo, en
particular series que presentan alguna homogeneidad en su
"comportamiento estacionario™. En el caso anterior si ¢=1,
Ze es no estacionario, pero 2Z: = 3« es estacionaria.

Las series Z. tales que se toman un ndmero f£inito de
diferencias, d se tornan estacionarias, son 1l1llamadas no
estacionarias homogeneas.
8i

We = vI2e
es estacionaria, podemos representar We por un modelo
ARMA(p,q), o sea,

?(B)We = O6(Blax (4.3)
Si We es una diferencia de Z+«, entonces Z. es una integral
de We, de ahi decimos que Z: sigue un modelo auto-
regressivo-integrado-medias méviles, o modelo ARIMA,
¢(B)29Z, = 6(Blae ‘ (4.4)
de orden (p,d,q) y escribimos ARIMA(p,d,q), si p y q son
las ordenes de ¢(B) y 8(B), respectivamente.

En el modelo 4.3 todas las raices de ¢(B) estén
fuera del circulo unitario. Escribir (4.4) es equivalente
a escribir:

€(B)Z« = 6(B)ae (4.5)
donde £€(B) es un operador auto-regresivo no estacionario,

de orden p+d, con d raices iguales a uno (sobre el circulo
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unitario) y las restantes p fuera del circulo unitario, o

sea:

€(B) = ¢(B)=2 = ¢(B)(1 - B)= (4.6)

Obsérvese que es indiferente escribir €(B)Ze« o

E(B)E;, pues =29Z. = 345;, para d>1.

Por tanto el modelo 4.4 supone que las d-ésimas
diferencias de la serie Z. puede ser representada por un
modelo ARIMA, estacionario e invertible. En la mayoria de
los casos usadas, d=1 o d=2, corresponde a dos casos
interesantes y comunes de no estacionariedad homoéenea:

a) Series no estacionarias cuando el nivel: oscila al
rededor de wun nivel medio durante algin tiempo y
después salta para otro nivel temporalmente. Para tenerx
la estacionariedad es suficiente tomar una diferencia;
este es el caso tipico de series econémicas;

b) Series no estacionarias cuando la inclinacién: oscila
en una direceidn por algun tiempo y después cambian de
direccién temporalmente. Para tener estacionariedad es
necesario tomar la segunda diferencia.

casos particulares del modelo (4.4)

1) ARIMA(9,1,1): =Ze& = (1 - OB)ae
es un caso i{mportante es también 1llamado modelo
integrado de medla mévil, IMA(1,1),

Z2¢ = Ze-1 + ac - Bae-a (4.7)

1i) ARIMA(1,1,1): (1 - ¢B)®Z. = (1 - 6B)ac



iii) ARIMA(p,0,0) = AR(p); ARIMA(0,0,q) = MA(qQ);

ARIMA(p,0,Qq)

ARMA(p,q)

Tomar diferencias podra ser suficiente para
alcanzar 1la estacionariedad, en algunos casos como el de
las series econémicas. Algunas veces es necesario

|
considerar alguna transformacidn no lineal de Z. y Z"e=log
Ze Y muchas veces seré suficiente para obtener

homogeneidad. De este mode un preocedimiento usual en

series temporales es modelar:

2log Ze = 10g Z« - l0og Ze-a (4.8)

El andlisis exploratorio de los datos es muy
importante en los modelos ARIMA que se vera posteriormente
como complemento del modo general de transformacidn de
datos que puede ser representado por Z.‘®’, donde b es un
vector de pardmetros que definenm la transfermacién,

Por otro lado, en el &rea de series de tiempo se
utilizan gréficos (Morettin, 1987) para detectar si la
dispersién de la varliable esta relacionada con el wvaleor
promedio de 1la misma, caso en el cual es recomendable
aplicar una transformacién no lineal (TNL).

La razén principal para efectuar transformaciones
es estabilizar la variancia (precisamente, hacer gque los
residvros del wmodelo ajustado tengan una variancia

constante).
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Para tener idea del tipo de transformacién que es
adecuada se puede utilizar un grafico que traza en el eje
de las abscisas medias de.subconjunto de observaciones de
la serie y en el eje de las ordenadas las amplitudes de
cada uno de estos subconjuntos; si Ze1,...,%Zex €5 un

subconjunto con k observaciones, calculamos para ello:

[ "3
Ze = (1/k) £ Zes , (4.9)
Les]d
W = max(Zes) - mMin(Zes),
gue son medidas de posicién Yy variabilidad,

respectivamente; el par (E,w) serd un punto del grafico.
El numero de elementos en cada sub serie puede ser igual

al periodo, en el caso de las series estacionales.

5i w es independiente de 'f, obtendremos puntos
espaclados alrededor de una recta paralela al eje de 1las
abscisas y en este <caso no habréd necesidad de
transformacién. 81 w es directamente proporcional a E, la
transformacién logaritmica es apropiada. Una clase general
de transformacién que puedevser utilizada es el de Box-

Cox, definida por:

Ze(b)= (4.10)



- 86 -~

donde b y c son parémetros a ser estimados. La fig. Ng 11
estraida de Box y Jenkins (1978), da una idea de los tipos
de gr&ficos que puede ocurrir y los respectiveos valores de

b.

b=-0.8 (Zt°-0.8)

b=0 (LnZt)

/J-O.G 0Z1)
, be1 (z1)

Z

Fig. N2 11 Amplitud Vs. media; mostrando algunos valores
posibles de b (b=v)

Entonces 1la finalidad de estas transformaciones
era lograr normalidad (obviamente involucra simetria) vy
simplicidad del modelo, asi como uniformidad en la
dispersién. Por simplicidad se entiende la no existencia
de 1interaccién en los modelos de Andlisis de Variancia y
la no inclusién de cuadrados ni productos cruzados en el

caso de la regresién.
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La necesidad de encontrar un b apropliado es
principalmente para: lograr simetrla; lograr gque una
relacidn entre dos variables sea lineal; lograr gque 1la
dispersidn sea uniforme e independientemente del nivel de
la variable y lograr que los efectos de dos factores sean
aditivos sin linteraccién entre elles. 81 Dbien son
diferentes los cé&lculos y graficos hay que hacer para cada

uno de estos casos.

FORMAS DEL MODELO ARIMA
Los modelos ARIMA dado en 4.4 pueden ser representados de
tres formas:
i) En términos de valores previos de Ze y del valor
actual y previo de a.;
ii) En términos del valor actual y previos de ae;
iii) En términos de valores previos de Z. y 1los valores
actuales de ae.
Esta es la forma usual del modelo, #til para
calcular predicciones:
Ze = E2lg-2+E2Zp-at...tE€p+gle—p-a + Ax—-B8r8e-2~...-B0g8u—-q,
(4.11)
donde:

E(B) = 1 - EJ.B - EZB. = e = e;*‘B’*d.
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Forma de Chogues Aleatories
Una forma para asi calcular la variancia de 1los

errores de prediccién es:

Ze = d¢ t Wide-1 + Wz2de~2 t+ ... (4.12)

v(Blac
de esta ecuacién obtenemos:
E(B)Ze = €(B)w(B)ae
y usando 4.5 se consigue:
e(B)w(B) = B(B). (4.13)
Luego, 1los pesos wa de la ecuacion 4.12 pueden ser

obtenidos de 4.13 identificandose los coeficientes de B,

Bz, etc.:
(1-€1B-...-Ep+aBP*9) (1+w.B+w2B2+...) = 1-0:B-...-84B<.
(4.14)
Forma invertida
de 4.12 obtenemos que w™*(B)}Ze = ac (1)
n(B)Ze = [1 —’gl m,s]z._. = a. (4.15)
se consigue gque:
£(B)Z« = 8(Blac = 8(B)x(B)2Z,

de donde obtenemos la relacién

£(B) = 8(B)n(B). (4.16)

Por tanto los pesos wnjy pueden ser obtenidos de 4.16

conociendo 1los operadores €(B) y 6(B). EBs fAcil ver que
]

los pesos ®s en 4.15 suman uno, esto es £ ns = 1.
J=]
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4.3 TERMINO CONSTANTE DEL MODELO
En el modelo ARIMA(p,d,q)

#(B)We = B(Blae (4.17)
W.; = :GZQ’
Un término constante fue omitido, implicando que

E(We)=Hw=0. E1 modelo 4,17 puede escribirse al que
podriamos llamar de tendencia estocastica, en sentido qué
el procese no es estacionario y nula de nivel y/o
inclinacién en recorrer el tiempo. La tendencia (o no
estacionariedad) estocéstica es caracterizada por la
existencia de ceros de €(B) sobre el circulo unitario.
Ademds de esta no estacionariedad estocastica,
muchas series temporales pueden presentar una tendencia
deterministica, como en el tratamiento de modelos de
descomposicién. En particular podemos tener Z« como 1la

suma de un polinomio y de un proceso ARIMA(p,d,q), esto

es.
m e(B)

Ze = L PBat? + —————- ac (4.18)
3=0 2ag(B)

en 4.18, Ze = Te + Y;, donde Y« sigue un medelo
ARIMA(p,d,q), esto es, #(B)*9Y: = B8(B)ax. Siguiendo que Z«
es no estacionario si m>0 y/o0 d>0.

tomando d diferencias, tenemos:
z2aj7, = 8o + [B8(B)/®(B)lae, 51 m=a

= [8(B)/#(B)lae, si mdd, (4.19)
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donde Ba = fad, se obtiene entonces una serie
estacionaria. Esto significa que podemoes 1incluir wuna
tendencia polinomial deterministica de grade d en el
modelo, bastande incrementar una constante 65:
£(B)Z. = 8- + B(Blae (4.28)
Cuando m>d, podemos obtener un modelo no
estacionario, tomdndose 1las @ diferencias, debido a 1la
presencia de una tendencia determinlstica; siendo en este
case (m>d) se toma m diferencias, obtendremos un proceso
estacionario, m&s no invertible. Para otros detalles, ver
Pierce (1979).

Si 6. #0, obtenemos:

E(We) = —-mmmmmmommmomn , (4.21)

y si We = We - E(We), tenemos #(B)We = 8(B)ae.
En gue sigue, cuando d>0, suponemos }Iw=0 es por

tanto 8o,=0.

MODELOS ESTACIONALES
Los modelos de Box y Jenkins estacionales,
llamados modelo estacional auto-regresivo integrado de

media mévil (SARIMA), de la forma:

#(B)¢(P=)(1-B)=(1-B=)"(ze-N) = 6(B)6(B")ac (4.24)

las variables y parametros que tenemos son:
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s = es el periodo estacional (s = 12 para valores

mensuales).

o
n

operador de atraso definido por:
BZe = Z¢~1 Y B®2¢ = Ze¢-a

$(B2) =1 - $.B® - $B2%29 - ,,,. -dpB”% ; es el operador
auto-regresivo (AR) estaclonal de orden P, tal que las
rajces de ¢&(B®)=0 estan fuera del circulo unitario
para estacionariedad estacional y $., i=1,2,...P sea
los parémetros AR estacionales;

{1 - B®)P = v.,° es el operador diferencia estacional de
orden D para producir estacionariedad estacional del
D-ésimo dato diferenciado, usualmente D = 0,1 o 2;

We = ©999aPZe, es la serie estacionaria formada por
diferenciacién de la serie Z. y n=N-d-sD es el ntmero
de términos de la serie Wy;

S(B®") =1 - 8B ~-...-0agB"® ; es el operador MA estacional

de orden Q tal gue las rafices de 6(B%2)=0 estdn fuera

del circulo unitario para su invertibilidad y 6.,

i=1,2,...Q los pardmetros MA estacionales.

Box y Jenkins (1978) usa la notacién (p,d,q)x(P,D,Q)a
para representar los modelos SARIMA de la ecuacién 4.24 el
primer pardmetro corresponde al- orden del operador no
estacional, sometido a 1la notacién (p,d.,q), visto
anteriormente; al segundo paréametro (P,D,Q)s 1la parte

estacional. Cuéndo un modelo es estaclionario y no requiere
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diferencias (esto es D=0 y d=0) es referido como un modelo
ARMA estacional o SARMA (estacional auto-regresivo de
medias méviles) siendo usado la notacién (p,q)x(P,Q). 8i
este wmodelo ARMA es no estacional, 1la notamos por
ARMA(p,q) visto anteriormente con (p,q) que indican 1las
ordenes de los operadores AR y MA respectivamente.

como se trata de détos mensuales, s=12; entonces la

diferencia estacional #.2 = 1-B*Z es tal;
212Ze = Ze = Ze-22 (4.25)

Yy %122 = (1-B2*2)2, D indicando el nimeroc de "“diferencias
estacionales".
Del mismo modo tendriamos un modelo andlogo a 4.24

gque relaciona un mes determinado:
$(B12)2,2PZc-a2 = 8(B*2)ac-a _ {4.26)

donde, por ahora los polinomios ¢(m) y 6(m) serian 1los
mismo gue en 4.24.
Como se ha visto en 1la Sec. 3.6.2 un modelo

estacional de media mévil puro, SMA(Q), es de la forma:
Ze = a¢ - 8i1dk~-332 - ... - 8gax-12z2a (4.27)

y su FAC seri no nula sometida a los "lags" 12,24,...120Q.
corretgpondientes a 1la Sec. 3.3.2 para fps, 3J=1,...,4,

tenemos:
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-3 + 812682 + ... ¢+ 8a-10a

Pzz ittt
1 + 825 + ... 829
. ‘ (4.28)
_5°
'Lzo= --------------------

1 4622+ ... 82¢q
asi un SMA(l) ser& de la forma:

Ze = ax - $a18c-22 (4.29)
tendrd& correlacidn no nula sometida a "lag" 12; y un
modelo auto-regresivo estacional puro, SAR(P), es de 1la
forma: .

Ze = ®1Ze-22 + ... t $pZe-a2p + ae (4.30)
la funcién de auto correlacién no nulas sometidas a los
"lags" mGltiplos de 12. y un modelo SAR(1l) seré:

Ze = $2Zc-212 t+ ae (4.31)

La FAC dada por:

f2z = &2

= $rg

--
Y
»

I

(4.32)
'12’ = ¢j1' j=°'l,2'|uoo

De modo general, la estructura de correlacién del
proceso We, siguiendo un modelo SARMA y andlog. al de un
proceso ARMA no estacional, con correlaciones no nulas
sometidas a los "lags" 12, 24, 36, etc. como se describio

en la seccién 3.6.2.



..94...

Observéindose también, que el modelo (4.31) serd
estacionario si |¢1|<1, y el efecto estacional es
transitorio y se va amortiguande. Del mismo modo (4.29) es
invertible si |61|<1.

En principio no hay ninguna dificultad adicional en
la identificacién, estimacién y verificacién de modelos
estacionales, la diferencia es que tenemos que diferenciar
la serie‘ con respecto a 2 y 23z (come tenemos nuestra
serie mensual con perfiodo s=12) a £in de producir
estacionariedad, obteniéndose con d@ y D diferencias
ordinarias y estacionales, respectivamente.

Las FAC y FAP cuyos procedimientes se describe en
3.6.2 son aplicables para la wvariable We que es
estacionaria con d y D diferencias.

La estimacién de 1los valores de 1los pardmetros
identificados utilizando estimacién por maxima
verosimilitud de manera andloga a la efectuada en 3.5.4.

Finalmente, para verificar el modelo propuesto, si
es adecuado, utilizaremos los test de autocorrelacién
residual (FAR), Box y Pierce, periodograma acumulado, etc.
tales como se describié en la Sec. 3.7.

Las predicciones podrén calcularse para un modelo
estaclonal multiplicativo de modo andlogo al modelo
ARIMA(p,d,q), utilizando basicamente los procédimientos de

la sec. 4.5.
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4.5 PREDICCION CON MODELQOS ARIMA

Como sabemos que estamos interezados en conocer un
valor Ze+n, h>»l; si tenemos observaciones ..., Ze-2, Ze-21,
Ze, hasta el instante t, que es llamado origen de las

predicciones como se puede ver Fig. Ne 12.

It

o e e e - e .

Fig. N2 12 Observaciones de una serie temporal con
predicciones de origen t y horizonte h.

Si tenemos el modelo ARIMA (p,d,q) descrito por 1las
ecuaciones 4.11, 4.12 y 4.15 con t+h en 1lugar de ¢,
tenemos:

a) La ecuacién de diferencias,
Zern = €ale+n-2 +...+ Eprale+rn-p-a - 01dc+n-1 ~- B2ac4+n-2 —.

see — Bgac+n—-q t At+n (4.33)
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b) En forma de choques aleatorios:

t+h ©
Zevn = L Weg+n—3d3 = £ Wildeen-—-3 (4.34)
=Rl J=0

donde wo=1 y los demas pesos wy son obtenidos de 4.13.

c) Forma invertida:
0

Zevn = L NaZesn-3 + @e+n (4.35)
A=l

donde los pesos ms son obtenidos de 4.16.

4.5.1 CALCULO DE LA PREDICCION DEL ERROR CUADRADO MEDIQ
MINIMO (EQM).

Como es de suponer que Ze(h) sea una funcién de las
observaciones al instante t, Ze, Ze-2, Zem2gp000q
consecuentemente, por 4.34 ser&d una funcidén de ac, ae-a
Ae-2,.-.., Y suponiendo que E;(h) sea una funcién lineal,
se indica la mejor prediccién por:

E;(h) = Wnhat * Wn+ide~-1 + Werzde-2 + ..., (4.36)

gqueremos determinar los pesos wy que minimicen el EQM de

la prediccién y este es dado por:

R 1] LRl

_ [ ] @ - 2
ElZe+n - Ze(h)]z = E[ E W3dc+h-3 - L V=+:at-s]

usando 4.34 y 4.36; notamos que la primera sumatoria puede

se escrita como L Wersde-3, VEemos que el error de la
Jm—h
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prediccién es dado por:

ee(h) = Zeen - Ze(h) =

@ -
= Wode+ntWile+n-1t...tWn-28c+2 - £ (Wnes — ¥n+a)ae-3
3=o (4.37)
por tanto;
. © Lo
Elec(h)]? = (l4+w2at.. . +W2p-2)02a + £ (Wnes = Wnea)202a
a=o (4.38)

y debido a gue los ae, son no correlacionados, se sigue
-

gque 4.38 es minimizado si: Wne+s = Wnea .

Entonces la prediccién de EQM minimo es dada por:

o
Ze(h) = Wnae + Wnerde-a2 teve = & Wnesde—3 (4.39)

s3=0

y el error de la prediccién de 4.37 dada por:
ec{h) = @cen + Widt+n-a +...+ Wn-adcesa (4.49)

también:

Zeen = ex(h) + Ze(h) , h2l (4.41)
vamos a denotar por:
[Ze+n) = ElZe+n/Ze, Ze-a,...]) (4.42)

De estas ecuaciones tenemos las siguientes conclusiones:

a) Ze(h) = [Ze+n]; usando 4.41 o sea la prediccién de EQM,
es la esperanza condiclional de Ze+n, dadas las
observaclones pasadas de la serie.

b) de 4.48, tenemos [e«(h)])=0 y la variancia del error
de prediccién es:

V(h) = (1 + w21 + w2z +...+ W2n_1)02, (4.43)
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c)} el error de prediccién a un paso es:
ee(l) = Zeea - Ze(l) = @ecea (4.44)
lo gque nos dice que los errores de prediccién a un paso
no estan correlacionados.

d) En tanto los errores de prediccién para intervalos de
tiempo mayores gue uno serdn correlacionados, lo mnmismo
acontece con los errores de prediccién para el mismo

hoirizonte h, de diferentes origenes t y t-j.

4.5.2 FORMAS BASICAS DE LA PREDICCION Y ECUACION DE

REDICCION.

4.5.2.1 Formas Basicas

El pronéstico Ze(h) podemos expresar al igual que
las diversas formas gue se presentan los modelos ARIMA.
a) Utilizando la ecuacién de diferencias; tomando
esperanza condicional en 4.33 obtenemos:
Ze(h) = €alZewn-2] +...+ EpralZern-p-al - Oalawen-a] -...-
- Balac+n-a t+ [3ec+n] (4.45)

para h>1. Agqui debemos utilizar lo siguiente:

[Zerx] = Ze(k) k>0
[Zevie] = Zewn k<0

(4.46)
(Ae+en] = O k>0

[Re+n] = Ae+n k<0
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b) Prediccién utilizando forma de choque aleatorios de
4,34, tenemos:

Et(h)=w1[at*h—1]+w2[at+h—2]+---+wh—1[at*1]+wh[at]+---+[at?h]
(4.47)

c) Utilizando 1la forma invertida, de la ecuacién 4.35,

obtenemos:

Ze(h) = € walZesn-3] + [asen] (4.48)
I=2

4.5.2.2 Ecuacién de Prediccién

De las ecuaciones béasicas (a) la ecuacién de prediccién,

considerada como una funcién de h, con origen t, satisface

la ecuacién de diferencias:

-— pra —

Ze(h) = £ €1Ze(h-i) h>q (4.49)
fw]}

£(B)Ze(h) = (1-B)2#(B)Z«(h) = 0 ; h>g (4.58)

con €(B) operando sobre h; mayor detalles revlsar Box Yy

Jenkins (1978) y Morettin (1987).

4.5.3 ACTUALIZACION DE LAS PREDICCIONES

Vamos a calcular las predicciones de Ze+n+a a partir de

dos origenes:

a) t+1 : E.t-v-].(h) Vhace+a + WVnearde +.-; (4-51)

i}

b) t : Ze(htl) = Wneade + Vnezde-z +... (4.52)

restando 4.52 de 4.51 tenemos que:

Zeea(h) = Ze(h4l) + wnaesa (4.53)
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Asi{ las predicciones de Z¢+n+a, hecho en el instante
t, puede ser actualizado cuando un nuevo dato Ze+.i , es
observado. De este modo, haremos la prediccién de Ze+n+a
en el origen t+l, adicionandose a E;(h+1) un miltiplo del
error de prediccién:

Qe+a = Zevar - -z-t:(,l)

4.5.4 INTERVALOS DE CONFIANZA

Calcular la variancia del error de predicciédn que
es dada por 4.43, Para poder determinar un- intervalo de
confianza para Ze+n, Ser& necesario hacer una suposiclén
adicional para los residuos; o sea ademéds de suponer gue
E(ac)=0, Var(a«)=0c2a. Vt, y E(acas)=0, t#s, suponemos gue
ae ~ N(O,c:a), para cada t.

Dadoe 1los valores pasados y presentes de 1la serie,
Ze, Ze-1,..., la distribucién cendicional de Z«+n seré
N(Z«(h),V(h)).

Luego:
Zesn - Ze(h)

u = ~ N(O0,1) . (4.54)
(V(h)]*s2

y fijando el coeficiente de confianza Y podemos encontrar
un valor U~ tal que Pl-Nvy < U< Hy] =¥, o0 sea con
probabilidad ¥, (nivel de confianza Y);

Ze(h) - Pv[V(h)12/Z € Zeen S Ze(h) + My [V(h)1272
(4.55)
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En V(h), el valor de o:a no es conocido y es sustituido
por su estimado o?a obtenida en la fase de estimacién del
modelo. De este modo cbtenemos:

h-d ] P

— - ) P - ned P
Ze(h)—)ivOa [1 + L wey € Zesn $§ Zelh) +'u,"r.0-[1 + £ we :1.]
=2 ‘ _

FmL

{4.56) -

. X PREDICCIONES

8i 2. es la serie original, 'ea Y« = ¢g{(Ze«) una
transformacién (instantanea; que no incluyg Zea-a, 521) de
Z.. Una de las principales razones de hacer una
transformacién es gque Y. puede ser gaussiana, en este
caso, la prediccién optima. (en sentido de minimos
cuadrados) es una fuhcian lineal de las observaciones.

El problema que se presenta es al obtener
predicciones para Zesn, dado gue tenemos un modelo para Ye
y tenemos predicciones para:

Yern = G(Zeen) (4.57a)
Una manera "ingenua" de proceder es considerar la ecuacién
4.57a y sustitulr pronésticos por valores futuros:

Ye(h) = g(Zu(h) ' (4.57b)
Después se intenta obtener Z«(h) en funcién de Ye(h) a
partir de 4.57b, en particular, si g(s) aﬁmlte inversa
tenemos?i

Zeth) = g (Te(n)).
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Por ejemplo en caso de Y« = Ln(Z«), entonces Z« = e¥s,

(Ze=ExXp(Ye)) y un pronéstico para Ze+n seréd.

Ze(h) = exp(Ye(h)) (4.58)
Con esto podemos demostrar gque en caso de Ye ser
gaussiana, el ponéstico éptimo es:

expl¥e(h) + (1/2)Vy(h)] (4.59)
donde V,(h) = Varle<(h)], siendo ee(h}) el error del
pronéstico Yeon - ?}(h). Vemos que el procedimiento 4.58
conduce a pronésticos viciados y como consecuehcia, el
error cuadra&o medio del pronéstico aumentara.
Sl Ye = Ln(Z¢) sigue un modelo ARIMA, entonces sabemos que
la distribucién condicional de Ye+n, dado el pasado, es
N(?Q(h),vy(h)) y un intervalo de confianza para Ye+n con

un nivel de confianza del 95% sera:
Ye(h) t 1.96[Ve(h)]1272 (4.60)

de aqui un intervalo de confianza para Ze+n, con

coeficiente de confianza, 95% seréa:

[%xp[?t(h)—l.96(€;(h))1’2] ’ exp[?;(h)+l.96(€;(h))1”]1
(4.61)

llamando a V;(h), es el estimado de V,(h), con (s LI
sustituide por su estimado ;*-, en el ajuste del modelo

para Ye.
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V. MATERIALES Y METODOS

5.1 MATERIALES XY EQUIPOS

Los materiales y equipos usados en el presente

trabajo de tesis fueron:

1)

2)
3)

4)

Serie histérica de descargas medias mensuales (en m3/s)
del rio Pisco, que se muestra en el Tabla Ng 05,
ubicado en el Distrito de Humay, Provincia de Pisco;
Regién Los Libertadores Wari; Estacién Letrayoc con
Latitud 13040', Long. 75946', Alt. 630 msnm. Registrado
por el Servicio Nacional de Meteorclogia e Hidrologia
(SENAMHI) correspondiente al periodo setiembre 1974 a
agosto 1988.

Una microcomputadora AT/286-386.

Softwares; pertenecientes a los "paquetes" Analisis
Estadistico "Forecast - Plus"; Time Series Processor
(TSP); Statgraphics; Hoja de calculo, etc.

Utiles de escritorio y computacién.
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TABLA N@ 05 Descargas Medias mensuales {m?®/s) del rio
Pisco.
B ST oct NGy DIc ENE FEB MAR ABR MAY i, JuL ASD
ARl
;;-75 ;:;;3 4.853 7.589 B8.38c 20.67@ 28.670 74.198 17.538 9,888 3,399  2.388  1.81d
75-76 1.654 1,583 6.6B6 10,088 €@.281 BA.931 62,199 20.823 6.767  3.463 2,520 1.751
Ts-17 2,428  2.558 6,324 5,725 8.424 60.178 66.461 15.798  5.786 2,633  1.977  1.877
77-78 @.3%0  @.797 16,727 6902 28,522 27.77% 9.B94 11,296 2,574  1.448 :1.119 B.716
78-13 8.383 1,177 8,325 12,985 18.450 3B.679 71,229 11,236 2.3 1,99 1.138 0,738
79-88 @.8ee  B.BB9 4,240 2,887 15.h48 18,148 37,196 12,588 2,225 l.iBB 9.550 B.M2
88-81 2.618  5.821 2,338 9,763 19.316 1em.@78 61,914 29.747 4231 1,337 1.828 .89
81-82 1,851 2,943 6,594 19.520 39.612 78.789 46,932 13.3M 3.585 1.918 1464 1,187
82-83 1,448 3,718 9,356 5.982 19.125 6,789 47.€32 77726 3.746  1.124 D.685 0.773
B83-84 @.625 B.5B8  @.564 | 18,220 48.128 295.328 11B.%83 48,918 9.495 4.149 2,859 1,495
34-83 1,182 18,592 12,333 39.83@ 15.899 7M.19% 76,718 52.5918 18777 5,972 2.86% 1.B73
B5-86 i.918 3.412 5,945 22,735 115.B45 222,378 Bl.@B3 GR.874 17.492 7,111 3.414  3.164
86-87 2.861 4,282 E.31B  30.926 79.438 55.644 23.483 7.936 L.614  1.337  1.293  e.2
B7-88 8,972 2,285 4,678 8,363 33.753 185.264 47.5RB 49.697 14,984 4,910 2,149  @.863
FUENTE: Servicio Nacional de Meteorologia e Hidrolegia (SENAMHI)
5.2 METODOS Y PROCEDIMIENTOS
Convencionalmente 1los pasos iterativos de 1los
modelos de Box y Jenkins son: Identificacién, estimacién,
verificacién y prediccién; en el presente trabajo se
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plantea una metodologia descriptiva para poder tener una
base mds sélida del andlisis de series temporales ya que
en el 4rea de Ingenieria Agricola no es muy conocida estos
tipos de modelos.

La sistematica adoptada para el tratamiento de 1los
datos de descargas medias menhsuales e identificacién de
los modelos conforme se ha descrito en las Sec. 3 y 4,
son los siguientes:

a) Adquisicién de datos mensuales por el perfodo de 14
afios (informacién existente).
De 1la serie en estudio se analizé 1las primeras 156
observaciones para obtener el modelo adecuado para gue
en base a él se obtengan los pronésticos para el afio
hid~olégico de set.B87 a ago.B8, (enciso de verificacién

del modelo).

b) Realizar el Andlisis Exploratorio de 1los Datos vy
estimacién de los estadisticos mensuales, y formacién
de la serie anual.

Este analisis revelard 1la posicién, dispersién Y
simetria existente y la necesidad de aplicacién alguna
transformacién no 1lineal a 1los datos originales;

Hoaghin D. (1982) y Seier E. (1987).

c) Estimaclén  del correlograma de la serie mensual; para

la serie en estudio.
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e)
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La estimacién de la funcién de autocorrelacién (fx) de
los datos‘originales para retardos equivalentes a 1/4
del total de observaciones, como se recomienda, se
desarrolla segan las férmulas y pasos de la sec. 2.4

para modelos lineales.

Aplicar el suavizamiento robusto de la serie u otro
método de suavizamiento; pa a el andlisis del

comportamiento de la serie a ser modelada.

Estudiar otras posibles transformaciones de la serie
para obtener una serie homogénea.

§i fuera necesario remover la periodicidad de 1la
serie mediante el método no paramétrico o

transformacién lineal:

vzl’ B mme s - ’ j = l’ 2' ... -'12

donde:
Ziy : serie desestacionalizada
fﬂ, 83 : media y desviacién estandar de j-ésimo mes

Xss variable transformada de Box y Cox de 1la

serie temporal del i-ésimo afio y j-ésimo

mes .
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f) Estimacién del correlograma de la serie Z.s y ploteo de

g)

la FAC y FAP, para la serie transformada, y determinar
las érdenes del modelo Autoregresivo (p) y de media
movil (g), tal gue sean considerados dentro de un
intervalec de confianza.

Los cdélculos de las estimaciones de las FAC y FAP
son en base a las ecuaciones de las Secs. 2.4, 3.3.1,
3.3.5 y 3.6.2 para los procesos planteades, metodologia
gue 'se empleard muchas veces, ya que es uno -de 1los
pasos mas importéntes del andlisis de series de tiempo.

Se puede corroborar este paso con la tabla Ne #6
del resumen del comportamliento de la FAC y FAP para un
modelo ARIMA(p,d,q).

Asi mismo se puede resumir que las variancias
aproximadas de 1la variable transformada (We); donde
We=29Ze, n = N-d; para algunos modelos se muestra en la

tabla N2 @7.

Estudiar la presencia o no de estaciocnariedad; efectuar

las diferencias necesarias y/o transformaciones para
obtener una nueva serie estacionaria.

Las transformaciones son utilizadas para todo
proceso lineal, en cambio se utilizaran las diferencias
ordinarias o estacionales para aquellos modelos no

estacionarios.
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Tabla No B6:
Comportamiento de la FAC y FAP de un "roceso
ARIMA (p,4d,q)

CRDEN (1,4,0) (o,4,1)
comportamiento de pu« decae exponencialmente solamente P; #0
comportamiento de 9nx solamente @i, # 0 decaimiento expo-

nencial dominante

estimados iniciales #1 = pa pr = -6/(1+62)
regién de admisibi- -1 <3 <1 =1 <81 <1
lidad
ORDEN (2,4,0) (o,d,2)
comportamiento de 'n mezcla de exponenciales solamente
y ondas sinusoidales - P;#O Yy '2#0
amortiguadas
Comportamiento de @i solamente Dominada por mezcla
92270 y @22 £ 0 exponenciales o

senos amortiquados

estimados iniciales ¢1=!1(1—Pz)/(1‘ 2,) f2=-82(1-62)/(1+822+822
Pa= Pz‘?'x)/(l‘ 23) Pz=‘92/(1+9'1+9'z)

regién de admisibi- -1 < #2 < 1 -1 <62 <1

lidad $ - ¢4 < 1 Bz - 81 < 1
bz + #1 < 1 62 + 8, <1

ORDEN (1,4,1)

comportamiento de fx decae exponencialmente después de un atraso

(de lag 1).

comportamiento de ¢y dominada por el decaimiento exponencial des-
pués del 1=<* atraso.

estimados iniciales ' (1 - 020:1)(®2 - B1)

regién de admisibi- -1 < %2 <1 ; -1 <Bax <1
lidad

P T T o N S —
B s ittt 2 2 22 2 S i i 3+ 3 3t A X F I - E X F 5 1T
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Tabla N2@7 Variancias aproximadas para We = 29Z¢, n=N-d

. . —— - - - - e SIS G A T - - - —— — T —— T T > T e M - e ——

AR(1) MA(1) ARMA (1,1)
c=(1+rl) Cu(1+2r1) Co 2r2,
----------------- --[1 + --]

n(l-ra) n n Ya - Ira2
AR(2) MA(2)
Coll+ra)(1-2r25+ra) Co{l+2r2+2ra)
n(l - ra)(l - rz2) n

Cs es el estimado de ¥s y rs el estimado de r,,

Obtener las estimaciones preliminares para los
pardmetros de 1los modelos AR{(p), MA(qQ), ARMA(p,q),
ARIMA(p,d,q), SARMA(p,q)x(P,Q), SARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)a
Yy metdédicamente eliminar las é6rdenes del modelo que
no resultan por causa de estacionariedad o de
invertibilidad.

En la sec. 3.5 se describié leos diferentes
procedimientos para la estimacién de los parametros vy
los errores estandar de dichos parédmetros estimados.
Existen también otros procedimientos como el no
condicional que puede revisarse en Box y Jenkins (1970)
por el método de maxima verosimilitud.

Si tenemos un modelo ARIMA (p,d,q) y los parémetros
¢ y 0 a estimar, tanto el procedimiento condicional y

no condicional, formardn una suma de cuadrados que
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seran funciones de ¢ y 8; estas sumas deberan ser
calculadas para diversos valores de (¢,8) sobre un
reticulado conveniente; esto es considerando que
-1 (¥ <1 y -1<6 <1 ycalculando S(¢,8) sobre un
reticulado como el de Fig. N2 13 ; se unen los puntos
que tienen suma de cuadrados aproximadamente iguales.
Mediante 1la observacién de las curvas de nivel, se
encontrar&d los pares (;,3) gue determinan el menor

valor de Sx(¢,8) lo cual equivale a maximizar L(w).

08 , I//’”\\ﬂ\*\
o8 / e -
- /1A NI\

4 N
N / g N
o . R . —
BV 4EERANNN
e AL \,\\
:: '12/ | S\\

d

™ -9 -0.0 -02 0.2 0,0 1,0

Fig. N2 13 Curvas con la misma Suma Cuadrados (8Q) para
un modelo ARMA(1l,1).

Para tener una idea de la precisién de los

estimadores encontrados debemos construir intervalos de

confianza para los parémetros y se analiza segin la

sec. 3.4.5, que a partir de las estimados de las
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variancias podemos obtener los intervalos de confianza
y para los modelos mé&s comunes se presenta en la tabla
Ne 88 gque muestra estas varianzas aproximadas de los
estimadores.

Tabla NQ @8 Variancias aproximadas para los parédmetros
de los modelos mAs comunes.

e e o, Tt e S T S A e, et W 2 e e o . e e e s e W e . i S s

MODELO VARIANZA
AR(1) Var(¢) = (1-¢2)/n
AR(2) Var(¢a)=Var(sz) = (1-#2a)/n
MA(1) Var{®) = (1-ez)/n
MA(2) Var(6a)=Var(8z) % (1-82a)/n
- (1-9)  (1-90):
ARMA(1,1) Var(¢) = -———-——= ~cemeeee
n (¢-e)a
_ (1-6): (1-¢0):
Var(B) = =--—res mesemees

Eliminar 1los coeficientes preliminares, aquellos que

poseen mayor error estandard; y los que son no

significativos.

Verificar si 1los residuos es un ruido blanco, caso
contrario obtener otros modelos o alterarlo,
adiclonando o retirando pardmetros con valor préximo a

dos veces la desviaclién estandar del estimador.
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Una técnica a ser usada, si se tiene un modelo
con muchos parametros es ajustado para elles,
estimaremos un modelo con parédmetros extras y
examinaremos si estos son significatives y si su
inclusién disminuye significativamente 1la wvariancia
residual. Este método es 4til cuando sabemos a priori
en que direccién puede estar ocurriendo la
inecuabilidad del modelo.

Esta fase se basa en lo descrito en la sec. 3.7
incluyendo el andlisis del periodograma para la
variable estocastica a« lo gque serdn wusados en el

software Statgraphics y Systac.

Como es de nuestro interés saber cuales y cuantos son
las predicciones en un tiempo futuro, Ze+n, hdl, vy
teniendo 1las observaciones .... Ze¢-z, Ze-2, Ze¢ en el
instante t, origen de las predicciones; los diferentes
procedimientos para obtener estas predicciones se
presentaron en la sec. 4.5 con sus respectivos
intervalos de confianza.

Los horizontes de andlisis serdn elejidos de
acuerdo a las fuertes variaciones y a los afios normales

para asi obtener un buen pronéstico.
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VI RESULTADOS Y DISCUSION

6.1 RESULTADQS

La serie en estudio se presenta en el tabla N2 @9 cuyos
datos originales de descargas en m?/s, para el andlisis de

series de tiempo, con 156 observaciones.

TABLA N2 €9 SERIE EN ESTUPIO CAUDAL (m3/s)

SET  OCT NV DIC  ENE FEB MR ABR  MAY  JUN  JuL  ARD
74-75 2,803 4,853 7,585 8,306 26,678 28,670 74,190 17,538 9,888 3,598 2,388 1,818
75-76 1,654 1,583 6,606 10,030 66,281 86,931 62,199 28,823 6,767 3,463 2,50 1,75
76-77 2,428 2,558 6,34 5,725 8,424 69,178 66,461 15799 5,786 2,653 1,977 1,877
7778 0,90 8,737 16,727 6,983 20,522 27,775 9,89 11,29 2,574 1,448 1,119 8,716
78-79 B33 1,177 8,325 12,585 10,455 50,679 71,229 11,256 2,548 1,59 1,158 8,758
73-38 0,808 Q609 4,248 2,887 15,648 18,148 37,196 12,508 2,225 1,188 9,550 8,712
ge-81 8,618 5,821 2,338 9,765 19,316 100,878 61,914 29,747 4,231 1,337 1,828 8,889
81-82 1,851 3,93 5,594 19,528 39,612 78,789 46,932 13,304 3,555 1,918 1,464 1,187
B2-63 1,448 3,718 9,55 5,982 19,125 6,789 47,832 77,726 3,746 1,124 B,685 8,773
B3-84  B,625 8,588 0,564 10,220 48,120 205,328 118,983 48,910 9,435 4,143 2,059 1,495
g4-65 1,182 10,592 12,355 39,858 15,899 77,199 76,718 52,518 18,777 5,972 2,869 1,873
85-36 1,918 3,412 5,545 22,735 115,845 222,378 81,803 50,874 17,432 7,111 3,414 3,164
86-87 2,861 4,282 6,518 30,926 79,438 55,644 23,483 7,936 1,684 1,337 1,293 @720

Se realizé el ploteo de la serie original que se
muestra en la figura N2 14, de acuerdo a la informacién
de la tabla ©9.

Observadndose la Fig. Ne 14, 1la serie, presenta un
comportamiento peridédicoe, lo que indica que la serie es de
caracter estacional; serie con una media mensual de 28,77

m*/s y una desvlaclén estandar de 37,79 m?/s, teniéndose
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caudales picos generalmente en los meses de febrero y un
atraso o adelanto, como la presencia de pico en abril de
1983 (77,73 mwm*/s). También presenta algunos picos mnmuy
resaltantes como en febrero de 1984 y 1986 (de 295,33 vy
222,38 m?*/s respectivamente).

La presencia de estos picos no han sido muy bien definidos
porque la informacién con que se cuenta es sélo a partir
de 1974 y probables efectos de un a rasoe a la presencia de
el fendémeno *antinifio". Para efecto del andlisis
consideramos estas como observaciones irregulares y que el

modelo tratard de absorber.

Andlis.s Exploratorio de 1los datos

Para el anilisis del comportamiento de la serie;
primero, se realizé el suavizamiento robusto 4253HT. y el
ploteo de estos resultados se presenta en la Fig. 15;
mostrande un comportamiento similar al de 1los datos
originales, con picos, presencia de estacionalidad vy
cierto crecimiento estacional; 1lo que indica no
estacionariedad perifodica.

Continuando con el andlisis exploratorio de los
datos (AED) se realizé el andlisis de cajas mostrado en la
figura Ne 16 agrupando 1las observaciones anuales,
observandose 1las dispersiones algo mayores para los afios

hidrolégicos del 83 - 84 ~ 85, ligeramente mayores con



B B e N

1004 Suavizamiento Robusto 4253HT
Dege.
(m3/s)

791

50

WUV
076 7T T8 79 80 8 62 83 B4 8 86 @
Tiempo

Fig. N 18 Descargas Medias Mensuales Suavizadas

2LL



1974
75

1975
76

1376
77

1977
78

1378
79

1979
8d

1980
81

1981
82

1982
83

1983
B4

1984
85

1985
86

1986
87

t = Nedia ceatral

& ae ®s a4 0v se o

it T s e e . s " —— o Y > G A A e T D D = R M= S e —— ——————

z = discordante (Outlier)

- 117 -

CAUDAL

Cada caja considera 12 observaciones (1 afio)

FIG. Nol6 PLOTEO DE CAJAS (BOX PLOT)
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respecte a los afios anteriores y disminuyende en 1986,
presentando algunas observaciones discordantes ("outlier")
y extremadamente discordantes "extreme outlier™ asi como
cierto incremento de 1la media (¥*). Indicaﬁdo de esta
manera una serie asimétrica y presencia de caracter no
estacionarie, siendo necesario alguna transformacién no
lineal de 1los datos de tal manera que se estabilice 1la
dispersién de los datos.

Para analizar la presencia de estacieonalidad de 1la
muestra, se realizé el ploteo de caja agregada cuyo
resultado se presenta en la figura NQ 17 correspondiente a
los meses de enero a diciembre, confirmandose que la
presencia de descargas maximas son generalmente en el nes
de febrero (2) y las épocas de poca descarga corresponden
a los meses de julio, agosto y setiembre, asi mismo los
meses de marzo presenta una baja dispersidn en sus dates
salve una discordante, lo que indica una descarga casi
uniforme en el tiempo.

La presencia de dispersiones y asimetria de 1los
datos como se observan en el andlisis de cajas y en el
ploteo de la serie hara necesario encontrar el valor de b
de la ec. 4.10; apropiado para lograr la simetria, 1lograr
la dispersién uniforme e independiente del nivel de 1la
variable, etc. Para encontrar el valor de b adecuado se

efectuo el ploteo del Nivel vs. la Disperéién de los
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VARIABLE: CAUDAL

#,363 n*/s.
20,7177 295,328
: | === | :
ENE : -| * | ——= - | :
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: | =m | :
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: | =~ | :
: | ——=——- | H
MAR : |--~—- | ¥ | :
: === | :
: | ====- | :
ABR : -| * | === | :
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N B :
: :
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N :
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: | :
| :
AGO : % :
I :
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SET : * :
I | :
I :
OCT : * x :
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HE :
NOV : |*-x :
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N R :
% = Media central
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Cada caja considera 13 observaciones (de 13 afies)
FIG.,

Ne 17 GRAFICO DE CAJAS AGREGADO (AGGREGATE BOX PLOT)
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caudales; como se muestra en la figura Ne 18; estimando
una pendiente de m=1,8506 por minimo cuadrados lo que
indica que la familia de transformaciones, la existencia
de una dependencia entre el nivel y la disperéién de tipo
logaritmica, encentrandese de 1l-m = 1-1,8586 = -@,08586 =
0, por lo tanto los caudales serdn transformades por medio
de una transformacién logaritmica (b=0); definido por el
Forecast Plus; por ZP. = Ln(Z«+40,1); ¥V Ze 2 0.

Una vez identificado el tipeo de transformacién se
procedio a aplicar logaritmo a <cada una de las
observaciones. luego se procedié nuevamente al ploteo del
Nivel VS. 1la Dispersién de 1los datos transformados
obteniendose 1la figura N2 19; asi encontrandose una
pendiente de m=-0,0368, per lo tanto un valor de b igqual a
1-m=1,8368x1. indicando que ya no existe dependencia entre
el nivel y la dispersién. De esta manera se obtiene 1la
serie con cierto grado de homogeneidad.

La serie transformada (Ln(Caudal)=Z.) es nuestra
nueva serie a ser utilizada, estos resultados se presenta
en la figura Neg 20 de acuerdo a la transformacién
utilizada 1la serie presenta simetria y una variacién
alrededor de su media, etc.

Nuevamente podemos efectuar el ploteo de caja y caja
agreqgada para 1la serie transformada (b=0) vya gque esta

transformacién debe eliminar toda las dispersiones,
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VARIABLE: CAUDAL
valores de los datos a Escala 1 x 10

Log (Dispersién)

25,186 41,441
Log (Nivel)] :-"-—-—-—--m--rom e e e e e e Tt
13,451 : *. :
: * ¥ :
: * . :
: x :
. . . :
T :
- - * -
. x :
: . * :
: x .
28,752 .o X2

e e e e e e e S e G o - ——— - ——— - —— s - §

* Considera subconjuntos de 12 Observaciones consecutivas
Estimado minimo cuadrado de la pendiente = 1,8506
Transformacién aproximada para estabilizar la disperién
del tipo LOGARITMICO.

FIGURA N2 18 PLOTEO DEL NIVEL VS. LA DISPERSION
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Escala: 1x10

Dispersién

17,52 37,83

Nivel : :
9,080 : .o X :
: x.. :

: kx,. :

: % .. :

: X .s * :

: oo :

: x, :

: .o LI

: X :

: * . :

: LLa :
25,731 : b o :

B e e —— - — — —— - - S = —— - —— — — —— — — — - — &

* Considera subconjuntos de 12 Observaciones consecutivas
Estimado minimo cuadrado de la pendiente = -8,0368

FIG. N2 19 PLOTEO DEL NIVEL VS. DISPERSION
VARIABLE: Ln(CAUDAL)
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asimetria, etc.; asl mostrandese en las figuras Ng 21 y 22
respectivamente. En 1la Fig. 21 se puede observar la
presencia de clerta tendencia lo gue indica no
estacionariedad; en la Fig. 22 se observa ﬁresencia de
estacionalidad, con periodo s=12, bién definido, en ambas
figuras no se presentan datos de extremo discordantes.

Para verificar la variabilidad de nuestra serie se
procedio a efectuar el andlisis de consistencia de
nuestros datos transformados Yy obteniéndose gue
estadisticamente no son significatives la variancia como
se muestra el la tabla N9 10 estes resultados de variancia
para 13 afios.

La prueba de comparacién de la variancia, entre 1974
y de 1983, obteniendose un Fc=3,347; con valores critices
para un nivel de confianza del 99% el P tabla con (11,11)
G.L. es 4,46; por lo tanto no existe evidencia estadistica
para rechazar la hipétesis entre 1la homogeneidad de
variancia. Pero més no presenta homogeneidad leos datos
originales.

Como podemos haber visto el andlisis exploratorio de los
datos es una herramienta para analizar el comportamienta
de nuestros dates y éue deben cumplir ciertas condiciones
para poder ser modelado por un modelo de Box y Jenkins

ya gue sine fuera este anidlisis estariamos asumiende los
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Escala: 1x1@
-10,134 18,883 56,881

1974 : l———l % | l
75 : [~mmm e |

1975 == * | ======== | :
76 : itk bttt i :

1976 : |- x S ,
77 |-~ ]
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1978 : |-~-==—--- ! * == mmmmmmmm e | :
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8d : R e i

1980 : | -==-—-= | L [ e e i
81 : = e |
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1984 : |- l * | ====- I
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1986 : === | X [—==—m————— ! :
87 : e e | :
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* = Media (Midmean)
Cada caja considera 12 observaciones (de 1 afio)

F1G. N2 21 pyappo DE CAJAS (BOX PLOT)
VARIAB' E: Ln(CAUDAL)
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Bscala: 1x16@

-16,134 18,883 56,881
| =mm | :
ENE : f====1 * === | :
: === | :
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: | ======- ! :
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: j=====-- | :
: === | :
AGO : -1 * |~—--1 :
: R | :
: | ———=— | :
SET : |---=- ! x I-=1 :
: |=======- I :
: | === | :
OCT : === * | ======- ! H
: === I :
: | ====- I :
NOV : x | === I * |--—=] :
: |====- I :
H ' ————————— I .
DIC : | ~======-= | % | ===~~~ I :
: | === | :
* = Media Central x = dato discordante

Cada caja considera 13 observaciones

FIG. NQ 22 prLoTEO DE CAJA AGREGADA (AGGREGATE BOX PLOT)
VARIABLE: Ln(CAUDAL)
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TABLA N2 10: VARIANCIAS ANUALES DE Ln (CAUDAL)

s . o i, S s o i v i, it ot e s o bk I i . iy v i g o i gy g i i okt g e i et o v

ARO VARIANCIA | ARO VAR;ANCIA
1am75 1,284 * | 8l-82 2,817
75-76 2,830 ] 82-83 2,198
76-117 1,516 | 83-84 4,297 *
77-78 1,754 | 84-85 1,917
78-79 2,586 | 85-86 2,377
79-86 2,066 I 86-87 2,319
8@-81 2,763 | 87-88 2,482

o o o . o e o e o o . o, S o, o i e o o o S o mon

dates come si tuvieran wuna distribucién noermal, sin
dispersién, etc, sin embargo no siempre los datos

hidrometeorclégicos presentan caracteristicas homogeneas.

Fase de Identificacién y planteamiento del Modelo

Una vez gue tenemos les datos con ciertas
condiclones podemos efectuar su identificacidn dentro de
los modelos de Box y Jenking y plantear los modelos
probables gque pueden representar a nuestras descargas
medias mensuales y poder predecir valores futuros.
De acuerdeo a las ecuaciones 3.10, 3.11 y segtn a las sec.
2.4, 3 3.1 y 3.3.3 para la estimacién de las funciones de
autocorrelacién y autoecorrelacién parcial se calculé para

los datos originales y para los transformados; presentando
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en las figuras Neo 23 y 24 respectivamente a los datos
originales porgue es necesario comparar gue con la
transformacidn mantenga la estructura de la informacidn;
mostrando las bandas del limite de confianza.

Como puede observarse en las Figs. NQ 23 y 24 el
comportamiento de la FAC y FAP son muy similares y
mueestran clerta estacionarledad ordinaria; sin embargo
hay presencia de estacionalidad y n estacionariedad por
efecto estacional. Para poder completar con el andlisis se
procedié a efectuar el andlisis del periodograma ¥
periodograma acumulado de acuerdo a la sec. 3.7.3 para una
variable Z+ (Ln(caudal)), mostrandose en las figuras Ne 25
(a y Db) obteniéndose que el efecto estacional es mnuy
importante en nuestra serie para perfodo s=12, e igual a
una frecuencia de 1/12 = 0,083 y con mnenos Importancia
para otros periodos, en la fig. 25.b en 0,883 se produce
un salto lo gue indica estacionalidad. Esta presencia de
estacionalidad nos indica que para caudales de enero,
febrero, etc. del afic j tienen cierta o estrecha relacidn
con los caudales de enero, febrero, etc. del j-1, 3j-2;
respectivamente.

Las ondas sinusoidales que presenta la FAC presenta
estaclonariedad regular, pero para el perfiodec estacional

no presenta ondas ni decaimiento exponencial, sino un



- 129 -

Némero de observaciones : 156 (1974.09-1987.08)
Media de la serie = 208,77661
Desviacién estandar de la serie = 37,78373

Autocorrelaciones Autocorrelacidn Parcial FAC FNP
] MNLLLLLLL | AR | 1 8.531 8.531
| L ! LLLY N I 2 8.127 -8.214
' n*l . I -*l . l 3 "-'9. ".'91
| 1), | A1, I 4-0.195 -0.092
| tar] | | I 5 -0.239 -0.121
] i, ! LLT IR | 6 -0.249 -0.117
I 1 | A, I 7-0.228 -0.18%
| LLI | A i 8§ -0.161 -0.856
i A1, | A I 9 -0.047 -0.006
| ANLLL | L 118 0.228 0.264
I L ! BELR } 11 6,318 4,111
| SLLLL | . |1t } 127 0408 0.164
| L | S 113 0.267 K06
| LR | ol I 14 0.075 -0.003
I LI | RIS | 15 -0.107 -0.058
| tt| | | 1 | 16 -8.18% 0.814
| tet] | A 117 -0.227 -0.045
| LT | B | 18 -8.223 -0.017
| 1, | ol | 19 -6.189 -0.008
| 1y, i R | 28 -0.137 -6.195
| Al | A | 21 -8.059 -0.885
] it | B ] 22 4115 0.0
| A LLLLLL i . Rt 123 0424 03089
| . |ratrene | . et U 0.563 0.232
| [1311 i LLd 125 0.290 -0.144
I LR | . It 126 6.83¢ 0102
| R | ol 127 -0.094 -8.012
| L] | I BELE | 28 -0.162 0.6841
| LT R I ol I 29 -0.192 0.015
| bl I | ol | 30 -0.189 0934
| L] | . | 11 -6.113 0.80)
| 1, ! ol | 32 -8.135 0.007
| R | AN 133 -0.03% -0.007
| Ll | 2. | 34 0.154 -0.881
| . |aaae | N 135 0.297 b1
| [as22 l | ¥ 0.325 0.814

Box-PlerceQStat 13,02 Prob 0,000 38 of Correlations 0.7°4
I.Jnlg-llox ¢-Stat 385,78 Prob 0.0000

-— === = = ==

FIGURA N2 "3 FUNCION DE AUTOCORRELACION (FAC) Y FUNCION DE
AUTOCORRELACION PARCIAL
(Datos originales - Caudal)
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Namero de observaciones : 156

Media de la serie = 1,88831
Desviacién estandar de la serie = 1,55689¢6
Autocorrelaciones dutocorrelacién Parcial FAC  FAP
I . |areesaeaer | et |1 1972 BIT2
I . jraee | teezg] | 2 0,441 -0.385
| . ] tetae] | 1 3 0.4 -1.438
I 1] I LTI I 4 -0.335 -0.19%5
i preaeast| | 1] } 5 -£.598 -0.117
| rstrenaes) ! LLI I 6 -0.691 -8.14
I ITEEEE LI i . It | 7 -0.589 9.845
| tegs) l .t | 8 -6.293 B.236
I LIt I . |t | % 0479 1.165
1 . |atant i LR 118 8.422 B.112
| RETEIIETITT L 111 0,677 1.2
l REEIEITI T O . |t } 12 0.747 4.884
| . [rrareene i 1. 1 13 0.624 1.998
I . |ttt | . | 14 0340 0.016
[ e ! 1. | 15 -8.015 1.012
I I | Rl | 16 -0.368 -1.077
| ITRTETT IO | 1 | 17 -0.846 -0.116
| aaattase] | .t | 18 -8.662 1.861
I trezeee] ] A 119 -0.544 -1.04]7
| ree] | LTI | 20 -0.296 -1.150
I B | R | 21 §.021 -0.057
I . a1t | .t [ 22 0,344 K054
i RELiiitiit ] |2t |23 0.603 §.142
i . rasasteer | .|t 124 5.69% 0.0,
I . Jataaese | A [ 25 6.569 -0.088
{ . et | 1. | 26 9.292 5.0
| N | B I 1 27 -0.038 £.834
| i | . | 28 -0.353 -0.011
i tretae) | ol | 29 -0.510 1.089
| teeteng| | | ol | 39 -0.643 -5.011
I tereeat| | | RiEN | 31 -.555 -5.1R2
i tae| | RIS | 32 -0.312 -5.048
I .. | Ll [ 33 0.987 -0.0M2
[ . |11t I . 134 1322 .Y
[ . |taneeny | . | 35 9.546 -5.011
l . [Htranens i o 136 0.614 -0.618

SosooEmz=TEs =2= SEmEorsasEs = —— ey smmm

* Box-Pierce Q-Stat 1345,16  Prob #0880 88 of Corzelations #.080
Ljung-Box (Q-Stat 1544,47 Prob B.4000

FIGURA N2Q 24 FUNCION DE AUTOCORRELACION Y FUNCION DE
AUTOCORRELACION PARCIAL
(Variable=Ln({ecaudal)
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crecimiento tal como se ha visto en los andlisis
anteriores esto regquiere llevar a ser estacionaria para lo
cual se tomardn diferencias de orden 12 (D=1) para lograr
estacionariedad, lo mismo puede efectuarse para la serie
original que presenta este mismo comportamiento a pesar de
no gozar de homogeneidad de varianza.

Tomando las diferencias de orden 12 se procedié a
plotear las FAC y FAP tal como se presenta en las figuras
NQ 26; presentando una serie estacionaria donde se puede
identificar el orden para los términos: AR, MA, SAR y/o
SMA,

Inicialmente se puede plantear un modelo de orden 1
para el término autorregresivo regular (AR(1l)) ya que en
la FAP es significativa para un atraso; y un orden 1 para
el término de media mévil regular (MA(l}) por 1lo Qque
presenta una correlacidn significativa; para la parte
estacional se puede diferenciar la FAP un orden 2 para el
término autorregresivo estacional (SAR{2)) presentando la
FAP correlaciones significativas de atrasos 12 y 24; asi
mismo en la funcién de autocorrelacién presenta para la
parte estacional una correlacién significativa para
atraso 12 por lo que le corresponde orden de 1 para la
media mévil estacional (MA(1)).

EBsto 4indica que nuestro primer modelo identificadoa

seghn las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién
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Media de la serie

Desviacién estandar de la serie
Diferenciacién estacional de primer orden (D=1)

__________________________________________

144
= -0,02085

= 1,018666

= b=

__________________

Autocorrelaciéa Parcial

Mutocoerrelaciones 7 L 1)
| AELLLLL | AL ALY I 1 0.47 04D
| . et | ol | 2 08.198 8.83)
i A I LI | 3-0.01% -0.133
i <t | . |1t I 4 0.6080 0.15%
| . et | AELL | 5 01581 4.1
| LS | L1 1 6 0.039 -4.133
I .. [ A, I 7-0.061 -0.887
| . L | L | & 0857 0.203
I L i .t I 9 0187 0.128
| AELE | frt] | 118 8.042 -8.23)
| L] [ 1, | 11 -0.130 -0.130
| LA ] I ] tiegtt| | | 12 -0.510 -0.427
| 1) } . |t I 13 -0.193 4207
| R | ANLE | 14 -8.439 0.113
| LN | o I 15 0.965 -0.033
| R ] SR 116 0.612 0.000
I ] ] B P17 -0.014 -0.015
i RELY i S 118 8.042 0.007
I . |8 [ .t | 19 0.13¢ 0071
I ol | ol | 26 0.018 -0.003
I g [ N | 21 -0.108 0.928
| RIS i LLY 1 22 -8.186 -8.122
| A i ol 123 0.9 -0.933
I .|t | LLLY | 4 8,14 -0.268
| .t | L 125 0.066 0.136
I N i L | 26 -8.920 0.084
| K1 I RI | 17 -8.048 -0.056
| RIS [ A I 28 -0.059 -0.118
| I I g, | 29 -8.023 -0.048
| A ] . | 39 -8.113 0011
| L] I | 2. | 31 -0.226 -0.891
| 1, 1 R | 32 -0.180 -0.0%6
| BRI ] SR | 33 -0.662 0.884
I B i 3. 134 9011 -8.854
| N [ N | 35 -0.814 0.0%4
| 2. | RN 136 -0.084 -0.5..

csmmmeee

Box-Pierce Q-Stat 114,5)

Prob 0,0008
Ljung-Box Q-Stat 127,88 Prob 4.00H

St of Correlations 0.083

FIGURA Ne 26

PARCIAL

FUNCION DE AUTOCORRELACION Y AUTO-CORRELACION
(Variable=Ln(caudal; D=1)
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parcial seria SARIMA(1,6,1)x(2,1,1)a=z donde la variable
seria la transformada de Box y Cox; Z« = Ln(caudal); para
el software del Forecast Plus trabaja con Ln{caudal +
0,1), 0,1 para poder considerar algunos datos de valores O
gue podria presentarse. y gue los valores de caudales
siempre tendrdn gque ser mayores o iguales a cero. El
modelo SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a1> para Z« es equivalente a un

modelo SARMA(1l,1)x(2,1l)i=z para We; €¢ N We=2¢-2e-22.

Fase de Estimacién Verificacién y selecciédn de modelos

El modelo identificado, SARIMA (1,0,1)x(2,1,1)iz se
procedié a estimar los parametros @i, ®., ®2, 61 y éa
sequiendo las ecuaciones de YW y las de la sec. 3.5, 4.2
y 4.4; estos resultados se presenta en la tabla N2 11; asfi
también se muestra la matriz de correlacién entre los
parAdmetros estimados lo que nos indica que @i tiene fuerte
correlacién con ¢,, mds no con los demds parémetros; 6:
corelacionado con %. y &2, esto nos indica gue el modelo
puede ser explicado con un menor nimero de parapgetros, y
nos permite plantear nuevo modelo.

La validacién del modelo planteado nos permite
encontrar 1la funcién de residuos segin Bcs. de 1la sec.
3.7 para d=0 y D=1, obteniendose asl la Fig. N2 27 donde
se muestra la FAR encontrandose que los residuos se puede

considerar como ruido ruido blanco por lo que todas 1las
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Namero de observaciones : 143

Media de la serie residual = 6,878023

Desviacién estandar de la serie residual = 9,716882
Diferenciacién estacional de primer orden (D=1; s=12)

Lag Value T-Valte -1.0 1.1 il.0
1 .68 §.02 : [ 11 :
2 682 L [ LI :
3 -1 -1.21 : (RELTI | :
085 065 (L | :
5 0.0 LY (L :
6 607 0.9 ¢ L :
T -0.06 -0.68 : [t 1 :
8000 -0.05 [ 11 :
9 014 1.6 : [ |1t :
19 -6.03 -0.38 : [t 1 :
11 6.7 08 [ It ] :
12 .1 -51 [ I :
13 -0.66 -0.63 : [ # | :
1 1. L [ 1 1 :
15 088 1.07 : [ [t} :
16 -6.02 -0.18 : [ 11 :
17 -0.12 -1.38 : [tt2] ] :
18 60 081 : [ 2] :
19 008 085 (I LU | :
u -6 -0.62 : [t 1 :
2 0.1 -0.06 [ :
1 -.15 -2.13 : [rres| ] :
23 66 LY [ It 1 :
-0 -1 [ # | :
L0 N ) B T I :
6 -4.07 -0.18 : | [ ) :
7 008 09 [ it ] :
8 -5.66 -0.60 : [ 1 :
9 01 016 : | [ | :
-0 -0 { | ) :

[ ) = Llnites 2-error estdadar.

Bstadistico Box-Pierce Chi-Cuadrado con 25 G.L. = 24,1
Probabilidad = 0,739 (73,9%)

FIGURA Ng 27 FUNCION DE AUTOCORRELACION RESIDUAL
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autocorrelaciones de los residuos se encuentra dentro del
intervalo de confianza lo que se dice gque el ruido esta
incorrelacionado. La prueba de bondad de Box y Pierce
segtn indica un QB=20,2 con 25 G.L., afirmidndose gque se
acepta 1los residuos como ruido blanco con wun nivel de
confianza de 73,9% para Chi-cuadrado con 25 G.L.,
indicando un valor muy aceptable.

Como podemos ver que nuestro modelo puede ser
modificado Y considerar un pardmetro  autorregresivo
estacional de orden 1 porque este SAR(l) tiende a
representar al SAR(2) como se vio en el modelo inicial; es
asi que se plantea en modelo SARIMA (1,0,1)x(1l,1,1).a para
lo cuwal se efectdo la estimacién de los parémnetros
correspondientes como se indica en la tabla N2 12; donde
la correlacién MA(l) con AR(l) se mantiene y resultando
pardmetros consistentes como muestra la tabla 12.

El andlisis de los residuos se efectud, obteniéndose
la FAR y que también presenta como un ruido blanco 1lo que
se presenta en la Fig. NQ 28; para lo Fual se procede a
examinar estos residuos con la prueba de Box y Plerce;
encontrdarndose el valor de QB=24,8 con 29 G.L.
correspondiendo a aceptar a los residuos, con un nivel de
confianza del 68,8%, _ como puede oberservarse  que
numéricamente hay error o es menos aceptar los residuos en

comparacién con el modelo inicial; sin embargo el némero
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TABLA Neg 11 ESTIMACION DE PARAMETROS Y ESTADISTICOS

Modelo: SARIMA (1,0,1)x%(2,1,1)a1= ,
Diferenciacién estacional de primer orden (D=1l; s=12)
Suma de cuadrados del error = 61,556

Variancia Residual = €,407656

Parameter Value T- Statzstlc
AR(I) @,6497 6,18
MA(1) g,1793 1,28
SAR(1) -@,4858 ~2,18
SAR(2) -0,1014 -#,65
SHMA(1) 4,5195 2,96

P T I T X T v T Y T r Ty T 3T Y T RS T YT R F L F ]

AR(1) |

MA(1) | 8,82 g0 J
SAR(1) |-¢,85 -08,88 1,00
SAR(2) |
SMA(1) |

TABLA Ne 12 PARAMETROS ESTIMADOS Y ESTADISTICOS

Modelo: SARIMA (1,0,1)x(1,1,1)az

Diferenciacién estacional de primexr orden (D=1; s=12)
Suma de cuadrados del error = 63,213

Variancia Residual = 0,415876

Parameter Value - Stat1st1c
AR(l) 9,8343 18 97
MA(1l) p,4221 3,52
SAR(1) -@,2431 -2,41
SMA(1) B 7419 1d,33

Correlatzon Matrlx

AR(1) MA(l) SAR(I) SMA(I)
AR(1) |
MA(1) | )
SAR(1) 1—a,sa 9,81 1,00
SMA (1) | 13 '
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Namero de observaciones : 143

Media de la serie residual = 0,03477

Desviaciédn estandar de la serie residual = 0,6963052
Diferenciacién estacional de primer orden (D=1l; s=12)

Lag Valae t-Value -1.4 i N )
1 005 0.5 [ 1t} :
2 -0.05 -0.65 : [t 1 :
I 011 2.5 ¢ [te2] ] :
i 0.1 L (L s
5 085 052 [ 1t ] :
6 0.0 083 : [ st ] :
T -0.05 -0.53 : It 1 :
! 11 LA [ |att] :
9 .14 1.3 : [ [|2t] :
1w -1l -0.0 : { [ ] :
11 1 0.3 1 LI :
12 001 015 ¢ { [ 1 :
13 -0.15 -851 : LY | :
H L 0l [ It 1 :
15 605 0.5 | (LI :
16 0.06  8.66 : { LU :
11 -0.01 -7 : { | :
1 61l 125 | |82t | H
19 13 L& [ |8t ] :
)/ NS NI A L L :
A .5 -1.5] ¢ I 8 ] :
n 4.1 -1 : [ a1 | :
23 -0.00 -1 { [ ] :
u LI 0.6 [ It 1 :
25 Ll 4.4 [ LI :
% LB 1.3 S L :
21 Lo O L :
n oL LU [ LR :
2 1.5 052 : | it 1 H
kT N [ N ¥ 2 { It 1 :
i1 -1 -1.02 : [ # | :
1 -6 -4 [ 81 ] :
33 -0 -1 A :

[ 1 = Linites 2-errores estindar,
Bstadistico Box-Pierce Chi-Ceadrado coa 29 6.L. = 24,8
Probabilidad = 0,688 (68,3%)

FIGURA N2 28 FUNCION DE AUTOCORRELACION RESIDUAL
MODELO: SARIMA (1,8,1)x(1,,1,1)a2
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de pardmetros es menor y que debe tenerse en cuenta por el
principio de parsimonia. lo gue nos 1lleva también a
plan*ear un nuevo modelo segin como se indica en la sec.
3.7.2; y este nuevo modelo a plantearse es sin 1la
participacién del parametro MA(l) y esto seria un
SARIMA(1,0,0)x(1,1,1)az lo gque pasamos a estimar 1los
pardmetros correspondientes siguiendo la misma metodologia
anterior. Estos pardmetros estimados se presentan en 1la
tabla Ne 13 al igual que las correlaciones entre 1los
parametros. este modelo presenta ciertas caracteristicas
de simplicidad de un modelo por tener un reducido ndmero
de parédmetros. Pero al efectuar el andlisis de . residuos
como se presenta en la Fig. N2 29 nmuestra el residuo
dentro del intervalo de confianza con un indicador de Box
y Pierce de QB=29,5 para 38 G.L. con un nivel de confianza
de aceptar a los residuos como un ruido blanco de 49% . Lo
gue nos indica que el modelo ho es el mds indicado
estadisticamente por 1o que los probables modelos ya no
'ser&n con disminuir parémetros del modelo identificado.
Ahora podemos cambiar de modelo a partir del modelo
inicial identificado, afladiendo o cambiando pardmetros gque
pueden explicar con mayor claridad el fendmeno; asi
tenemos un modelo SARIMA (2,0,1)x(1,1,1)22; modelo con
doble efecto regresivo de orden regqular y 1 de orden
estacional; la estimacién de estos pardmetros se

presentan en 1la tabla N2 14 lo que nos 1indica que los
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TABLA N2 13 PARAMETROS ESTIMADOS Y ESTADISTICOS

Modelo: SARIMA (1,0,0)x(1,1,1)a=

Diferenciacidn estacional de primer orden (D=1l; s=12)
Suma de cuadrados del error = 65,897

Variancia Residual = 0,425469

Parameter Value T-Statistic
AR(1) 8,5629 8,27
SAR(1) -0,2315 -2,18
SMA(1) #,6879 8,48

Correlation Matrix

AR(1) SAR(1) SMA(1l)
AR(1) | 1,080
SAR(1) |-6,12 1,00
SMA(1) |-8,01 g,64 1,060

TABLA N¢ 14 PARAMETROS ESTIMADOS Y ESTADISTICOS

Modelo: SARIMA (2,0,1)x(1,1,1)a=

Diferenciacién estacional de primer orden (D=1; s=12)
Suma de cuadrados del error = 63,316

Variancia Residual = 8,419308

Parameter Value T~-Statistic
AR(1) 1,2639 11,23
AR(2) -8,2636 ~2,34
MA(1l) B,80840 11,32
SAR(1) -9,2431 -2,42
SMA(1) @,7659 11,82

Correlation Matrix

AR(1) AR(2) MA(1l) SAR(1) SMA(1)
AR(1) |

AR(2) |

MA(1l) | 8,62 -8,62 1,08

SAR(1) |-6,81 8,01 @,86 1,00

SMA(1) |-6,13 9,13 -¢,85 8,57 1,08
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Numers de observaciones : 143

Media de la serie residual = -0,01678
Desviacidén estandar de la serie residual = 0,7078534

Diferenciacién estacional de primer orden (D=1; s=12)

Lag Value T-Valve -1.0 1.9 ~ tl.0
1 -8 -5.%% ¢ [t ] :
1 8 12 i It :
3 -9.86 -0.71 : [t ] :
LI PRV Y N | [ L) :
5 008 L5 I L :
6 912 L4 (I LI H
1 -0 -0.21 : | :
§ 012 L3 | L) :
9 L1 1M (SR LLLLY :
1 -6 -0.03 : IR :
11 18 LK : {1t ] :
12 600 013 : I N :
13 L L8 11 :
u .1 L [ (st ] :
15 .08 0.0 [t ] :
16 6.8 031 : | I LU :
171 -8.06 -5.68 : [ st ] :
18 11 LU : [ 88t ] :
1 12 L8 [ st ] :
M 085 052 SR LI :
i -6 -0 [ b 1 :
27 -0.08 0.8 [ 1y ] :
23 006 4.5 [ LR :
.03 0. O L :
% 405 0.4 G L :
6 .02 L1 (A :
7 6L LY [ It ] :
% -4 1.0 [ 1 1 :
29 LK LY [ ] :
KT N TR N R LA :
it -8 T8 [ 8] ] :
32 4.2 -1 [ T :
33 -4.83 -5.26 [t ] :

{ ] = Bstihated Tvo-Standard Brror Liaits

Box-Pierce Chi-Square Statistic with 3§ Degrees of Preedom = 29,5
Probability = #,49

FIGURA N2 29 FUNCION DE AUTOCORRELACION RESIDUAL
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parametros son consistentes y muestran cierta correlacién
entre ellos; 1los resultados del anadlisis de la FAR se
muestra en 1la Fig. No 3§ 1lo gque nos indica en
comportamiento de los residuos mas cercano al -de un ruido
blanco. La prueba de Box y Pierce para los residuos indica
un QB=20,4 y con 28 G.L. corresponden a un nivel de
confianza del 85% de aceptar los residuos comoe un ruido
blanco, modelo gue tendremos en cuenta para poder elegqilr
el mejor modelo;

Finalmente podemos estimar los pardmetres del modelo
SARIMA (2,0,1)x(2,1,1), modelo que aparentemente nos
indicara mayor explicacién de la serie por tener un mayor
nimero de pardmetros; sin embargo los resultados de 1los
estimados que se presentan en la tabla N2 15, y la Figura
Ne 31 presentan relativamente alta la correlacién entre
los pardmetros y la prueba de los residuos con un Box Yy
Pierce de QB = 26,4 con 24 G.L.; correspondiente a un
chi-cuadrado de 33,3% de aceptar a los residuos como un
ruido blanco. Este resultado estadlsticamente es muy bajo

ya que podemos decir gque el modelo no es aceptado.
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Nimero de observaciones : 143

Media de l1la serie residual = -0,083487

Desviacidn estandar de la serie residual = #,6988929
Diferenciacidn estacional de primer orden (D=1; s=12)

Lag Value ?-Valee -1.8 i 1.0
1 -8.98 -0.01 : t 11 :
2 6l L1 [ 11 :
1 o-0.1% <176 [4re] | :
i 0.8 89 (L :
5 -1.80 -2 : I T :
6 0.06 .66 : (L | :
1 0.8 -0.93 : L] B :
$ 0.8 092 It ] :
s 611 1.2 [ aee] :
-1 -8 L :
11 -0.11 -0.06 : I T | :
1 en e (1] :
11 -4.08 -0.92 : [ st ) :
1 e L I :
15 001 4.1 : (11 :
16 68t .48 I 1] :
17 -0.08 -1.12 : [ et ] :
18 .10 LU I LLLY :
19 0.8 1.0 ; [ st ] :
u i LY t It ] :
- AN [ st] ] :
22 .14 -1.91 | st ] :
23 -8.83 -0.32 I :
Mo L S L :
2% 001 016 | A :
U LN LK I :
7 Al | :
1.2 Ll l | ) :
M wen Ly | A :
N LM I LI :
i1 .12 -1.Y { t8t] ] :
32 .05 -850 : {1 ] H
13 -0.06 -0.82 : { ¢ 1

[ 1= Linites 2-errores estirndar.

Estadistico Box-Pierce Chi-Cuadrado con 28 G.L. = 284
Probabilidad = 0,85 (85%).

FIGURA N@Q 30 RESIDUAL AUTOCORRELATION FUNCTION
Modelo: SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)az
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TABLA N2 15 PARAMETROS ESTIMADOS Y ESTADISTICOS

Modelo: SARIMA (2,0,1)x(2,1,1)az=

Diferenciacidn estacional de primer orden (D=1; s=12)
Suma de cuadrados del error = 60,81

Variancia Residual = #,40856

Parameter Value T-Statistic
AR(1) -8,1567 -0,80
AR(2) 9,4265 3,75
MA(1) -6,6397 -3,82
SAR(L) -8,4956 -2,21
SAR(2) -8,1561 ~8,980
SMA(1) @d,3995 1,87

Correlation Matrix

AR(1l) AR(2) MA(l) SAR(l) SAR(2) SMA(1l)

. ——— — o o G S T . P, = — —— - — T = e G T S - e W —

AR(1)

| 1,
AR(2) |-0,66 1,00
MA(1l) | 0,93 -@,77 1,00
SAR(1) 1-0,61 -8,65 0,01 1,00
SAR(2) |-0,80¢ -@,83 @,83 ©,88 1,00
sMA(l) |-¢,83 -9,02 -8,83 @,92 ©,86 1,00
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Némero de observaciones : 143

Media de la serie residual = 8,85917

Desviacién estandar de la serie residual = @,718435
Diferenciacién estacional de primer orden (D=1; s=12)

Lag Value T-Value -1.4 (N | - 4.8
1 -0 -0.03 : [ :
1 -0.03 -0.32 : i 8 1 :
I - - 11 :
i ot 891 ¢ [ I%t] :
5 005 0.5 [ 1t ] :
6 0.5 107 : It ] H
T -0.01 002 : [ 2] ] :
§ -0.01 -0 (11 :
S L 18 [ [1t2] :
-3 -3 : [t 1 :
1 67 L% [ |8t ] :
12 -0.83 -2 : (I :
13 -1 -8 (LLLY I :
H oen L I :
15 013 1.4 : [ |382]

6 -i.0¢ -4 8

1 -13 -1.48 et

{ l

[ ]

1 12 L) [ ]
19 066 065 [ ]
u - -5 t ]
1 -4 -.n ( ]
2 -8.18 2.0 { ]
23 .86 8.66 [ ]
4 L0 | ]
5 -0.02 -0.06 | ]
[ ]

( ]

t ]

| ]

| ]

% -0.03 035 Y
1 12 L1 [t12
n - -1 1]
2 -0 -0 |
EI B N L I B ()

[ } = Bstinated Two-Standard Brror Linmits

Box-Pierce Chi-Square Statistic with 24 Degrees of Preedom = 26.4
Probability = 4,333

FIGURA N2 31 FUNCION DE AUTOCORRELACION RESIDUAL
MODELO: SARIMA(2,0,1)x(2,1,1)12
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Como podemos haber wvisto lds resultados de los
modelos planteado y seleccién del modelo al aceptar a 1los
residuos como ruido blanco con 68,8, 73,8 y B85% de
probabilidad y que son representados por 4, 5 ¥ 5
parémetros respectivamente, lo que indica que el principio
de parsimonia no es muy importante en esta seleccién y méas
atn ahora que las computadoras estin al alcance, entonces,
nuestro modelo gue representa la serie de las descargas
medias mensuales serén: el modelo SARIMA (1,0,1)x(2,1,1})a=
y el SARTMA(2,0,1)x({1,1,1)a2; ambos modelos representados
por 5 pardmetros y gque nuevamente serén estimados

utilizando el Micro T.8.P.

Modelo SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a2:
para e = Ze - Ze-x2; ¥ Z+¢ la transformada de Box y Cox;
donde: W. se define estacionaria, segén Ec.4.l y las Ecs.
3.69, 4.3 y 4.24; con d=@ y D=1 al reemplazar Z. por We
el modelo queda;

?(B)®(B}We=8(B)S(Blae (6.1)
con: #(B)=1-¢.B ; @¢(B)=1-01B>2-92B>4; 0(B)=1-8.B ;
6({B)=1-3.B*2; reemplazando ¢(B),$(B),6(B} y 8(B) en 6.1 y

ordenando se tiene la siguiente expresién:

Ve=@aiWema +®5iWe-32-920 3 We—2 234 PaWe-—ze-P18zWe-—2sfae~0r8c-2 —
013e-12 + 810183e-13 (6.2)

reemplazando los valores de la tabla Ne 11, estimados con
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el Forecast Plus, para:

¢, = 89,6497 ; 6. = £#,1793
Py = b1z = -0,4850 H 6. = Baz = #,5195
b2 = Pz4 = ‘3,1014

We= 0,6497We-a ~ 0,4050We-22 + 0,2631We-23 - 0,1014We-2q +

+ B,0659Wu-2s + ac - 0,1793a¢-1-0,51958¢c~12+40,0931lac-12>
(6.3)

para. poder estimar con el Micro T P por el método de
minimo cuadrado se considera el modelo eguivalente:
SARMA(1,1)%(2; )12 ¥ la Ec. 6.2 con los parametros:
MA(l), MA(12), MA(13), AR(l), AR(12), AR(13), AR(24) vy
AR(25]).
Observdndose que la interaccién de #:%1 = ®31» asl Bidx =
0.13; obteniéndose asi{ valores muy préximos a los estimados
por el Forecast Plus y el Statgraphics.

El modelo 6.2 en funcidén de Ze« viene dado por la
siguiente relacién:
Ze=P12e-2+ (1401 )Zeca2-(@2P2+91 ) Ze-13+(P2-P1) Ze-zat (P22

P32 ) 2¢c-z2n-d22e-ne+d182Ze-27+8x-02ac-2-823c-2240202ac a2
(6.4)

de acuerdo a los valores de la tabla N2 11 y reemplazando

en la Ec. 6.4 se tiene el modelo:

Ze=0,64972¢-2+8,595%c—22-0,386572c—1+0,3036Zc—za-
0,19732¢-25+9,10142¢-236-0,065882¢-n7+ac~0,1793ac—2~

f#,5195ac-2210,0931443¢c-123
(6.5)
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El modelo equivalente a 6.4 y estimado por el TSP es:

MA(1), MA(12), MA(13), AR(1l), AR{(12), AR(13), AR(24),
AR(25), AR(36) y AR(37) estos valores se presenta en la
tabla N2 16 para el modelo SARIMA (1,0,1)x(2,1,1).= y 1la
funcién de los residuos para aceptar a los residuos como
ruido blanco se presenta en la figura Ng 32 aceptandolos
con un Box y Pierce Chi-cuadrado con 25 GL. igqual a QB =
18,29 de 95,38% de probabilidad es de notar que el valor
de -QB para la misma muestra y G.L. es mayor v en varios
modelos arroja valores relativamente altos, esto puede
deberse al no considerar las interacciones de los
pardmetros y el algoritme de minimos cuadrados muchas

veces no es el mads recomendable.

TABLA No 16 PARAMETROS ESTIMADOS DEL
MODELO : SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a=

LS // Variable Dependiente : Ln{caudal)
Convergencia despues de 8 iteraciones

VARIABLE CORFPICIENY  STD. ERROR T-81T.  2-TAIL SIC.

MA(1) -1,2315515 0.1636735  -1.4147157 £.1680

MA{12) -1,1399161 §.BET2967  -14.994836 6.1
MA{13) 1,0613198 11754042 . 3495915 .17
AR(1) i, 7901089 1.1387692 5.0451330 1.0001
AR(12) 1,6859576 1.0980540 6.9957135 .60
AR{13) -§, 3657515 1175011 -3,1127498 0.0
AR{24) #,2975931 1. ER45567 3.5194586 §.8006
AR{25) -§,1375649 0.1130753  -1.11871 §.0834
AR(36) -1,0419212 1.971386 -0.4315608 §.6669
AR{37) -§,0715651 .09319  -0.71214922 .41
R-squared §,823911  MNean of dependent var 1.346591
Adjusted R-squared 1,809378  §.D, of dependent var 1.621937
8.B. of regression 1,71107162  Sum of squared resid 55.0649)

Leg likelihood -123,004  P-statistic 56.66944

s=c szzz=ceszs zzz sz ezzsEs Eess3szIos
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Aatocorrelaciones Mutocorrelacidn Parcial ) (R 71
| RELR | LS 1 .02 .)M2
| B | S LY {2 0.070 8,068
| BRI | A bo3-0.100 -5..07
| NELN | LN I 4 LHS LSS
| RIS | ol | 5-0.033 -0.036
[ ol | o | 6-0.018 -0.033
| 2. | RIS | 7 -0.683 -0.067
| ol ! A I 8 0.0 0.026
] . |82 1 L 19 0.143 5192
| LY ] ol |18 0.060 0.031
I LR | BELE | 11 0.100 D089
| . | N 112 0023 8013
i sl I Al {13 -0,031 -0.056
| . I ol | 1 -0.021 -5.003
I N l ol 115 6.3 6.0
] 1 | 2] | 16 -9.979 -8.065
| 1] I LEL] | 17 -0.283 -0.208
| ol [ ol | 18 -0.902 8.0
| B | N |19 0.632 0.4033
| A I LU N | 20 -0.089 -0.161
I S I S | 21 -0.014 -0.008
| RN | A 1 22 -B.069 -5.055
| LN ] LS 123 L4093 0.066
I . 1. J A 1 24 -9.026 -0.041
I A [ ol 1 25 -0.003 B.0H4
| . | LS | 26 -9.019 B.086
| ol l ol 127 0.01 -0.013
| A I 2. | 28 -0.092 -0.053
| 4] I A 129 -0.076 -0.042
| X | 2. 1 30 -0.065 -5.056

- z

Box-Pierce (-Stat 18,29  Prob §,3531 SE of Correlations #.091
' Ljung-Box {Q-Stat 21,33  Prob H.87T3

FIGURA N2 32 FUNCION DE AUTOCORRELACIONES DEL RESIDUAL

MODELO: SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a12
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El modelo equivalente a 6.4 encontrado segtin el TSP
serda:
Ze = B3Zc-3 + P12Zc—-32 + Parale-as + P24Zc-24 + P28Ze-25 +

t P36Zc-36 + P37Z2«-37 + Ac = 61dc-1 - Birz2ae-22 + O13dc-a13

(6.4b)
reemplazando valores de la tabla N2 16 se tiene:
Ze = 0,7002¢-1+0,686Z+c-212-0,3657Z¢-2123%0,2976Z%¢c-24~
,1976Zc-20-0,042Z2¢-36-0,07156Z%c-3-+ae-0,232ac-a2-

¥,7399%a¢-22+0,8613ac-23
(6.6)

Similarmente con lo parametros estimados se procede a la
representacién del modelo SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)a1=z :
w; = 1,2635?’.:_;.—,2639W=-—.~—B,2431W=_;z+ﬂ,3072‘1;-;: -

0,0641We-14+tac—0,8048¢c-1-08,765%2¢-22+0,61578a¢c-a23.

para We=Zc¢-Ze-12 , estacionario e invertible.

reemplazando a We, se tiene:

Ze = 1,26352¢-2-0,26392¢-2+0,75692¢-22-0,95642c-2123 +

+ 0.1997Z¢c-2440,24312¢-24-8,38722c-25+0,06412-2¢ + ac

- 8,804ac-1- 0,765%c-221%,61578ac-23 .
(6.7)

Prediccién con los Modelos Seleccionados

Segin la sec. 4.5 de prediccién con modelos ARIMA; se
efectda la prediccién para encontrar valores futuros de
set. 1987 a ago.1988 segin las ecuaciones 6.5 y 6.7 y en

base a una seleccién adecuada del horizonte de andlisis,
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para ello, por lo general el origen esta constituido por
la Gltima observacién con la finalidad de utilizar toda la
informacién posible; pero en algunas veces es necesario
considerar otros origenes debido a la presencia de
aleatoridad y a causas naturales gque pueda presentarse
(afios secos, htmedos y/o normales); el pronéstico ser& el
promedio de los pronésticos de estos diferentes origenes y
ademas nos permite reducir la aleatoridad.

Consideramos como origen de las predicciones 1los
periodos de tiempo t= 156, 132 y 1208. Estos origenes
seleccionados; 132 porgque los modelos consideran
pardmetros con atrasos hasta 37 meses y considerando un
afio normal como inicioc del pronéstico; origen 128 debido
que es el final del periodo de presencia del pico ¢ afio
irregular que puede 1llegar a ser significativa su
inclusién, considerando que los efectos son mayores que un
afio; asi la descarga estimada para setiembre de 1987 esta
en funcién de las descargas de ago.87, set.86, ago.86,
set.85, ago.85, set.84, ago.84 para el modelo
SARIMA(1,0,1)x(2,1,1).2 Y para el modelo
SARIMA(2,0,1)x(1,1,1).= estard en funcién de ago.817,
jul.87, set.86, ago.86, jul.86, set.85, ago.85, jul.85.

En base a estas consideraciones se procedié a efectuar los
pronésticos para los diferentes origenes y calculando el
promedio del pronéstico se presenta en la tabla N2 17 para

los dos modelos.
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MODELO: SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)12

Mes\Origen

SETIEMBRE
OCTUBRE
NOVIEMBRE
DICIEMBRE
‘ENERO
FEBRERO
MARZO
ABRIL
MAYO
JUNIO
JULIOQ
AGOSTO

MODELO:

Ma2s\Origen

SETIEMBRE
OCTUBRE
NOVIEMBRE
DICIEMBRE
ENERO
FEBRERO
MARZO
ABRIL
MAYO
JUNIO
JULIO
AGOSTO

156

8,943
2,857
4,480
18,788
49,263
104,861
69,185
49,016
9,103
4,276
2,082
1,798

132

1,160
3,148
4,335

15,427

24,837

71,191

73,4380

41,779
6,890
3,085
1,511
1,314

120

1,896
1,882
3,198
9,179
28,625
53,581
63,768
34,418
4,852
1,954
1,189
1,042

SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)22

156

6,775
1,784
3,231
9,223
21,996
53,172
41,024
21,387
4,466
1,955
1,812
g,869

132

1,825
3,920
7,583

18,977
40,476
190,621
97,279
46,451
8,210
3,619
2,001
1,664

120

1,213
1,998
4,629
9,600
29,5087
57,752
59,080
26,535
4,486
1,989
1,194
8,982

PREDICCION PARA ORIGENES 156, 132 y 1280.

PROMEDIO

1,066
2,629
4,004
14,465
31,242
76,278
68,768
38,738
6,948
3,185
1,594
1,384

PROMEDIOQ

1,271
2,567
5,147

12,600

38,668

78,515

65,795

31,458
5,721
2,494
1,402
1,171
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Como se indicé en 1la Sec. 4.5.4. sobre los
intervalos de confianza y las Ecs. 4.54, 4.55 y 4.56;
ademd&s considerando 1la transformacién de Box vy Cox
efectuada a la serie segén la Ec. 4.59 se tiene 1los
intervélos de confianza a un 95%, la Ec. 4.61, donde
ve(h), es la variancia residual estimada por cada modelo;
presentdndose en las Tablas Ne 11 y 14 para 1los modelos
SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a2 Yy SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)a=
respectivamente y el wvalor de Ye(h) es el logaritmo
natural dél caudal estimado para origen t y horiﬁonte h;
los resultados del intexvalo de confianza se presenta en

la tabla N2 18.

Exrores de la Prediccién

Para comparar los modelos seleccionados se calculan los
errores de la prediccién con los datos observados para
set.87 a ago.88 asi{ encontrandose 1los errores Y
mostrindose en 1la tabla Ng 19 ; de igual manera se
calculan 1la suma de los errores al cuadrade para cada
modelo obteniéndose la tabla N2 20 lo que indica que el
modelo gque presentaba un Box y Pierce de aceptar los
residuos con B85% presenta mayor error que el modelo que
presenta un 73,9% indicando que este ﬁltimé modelo seria
el mejor para los pronésticos y presentado buen pronéstico

para 1los origenes 156 y 128; para poder encontrar en



TABLA NE2 18

Var (F) =

SET
ocT
NOV
DI
ENE
FERE
MAF
ABR
MAY
JUN
JUL
AGO

Var (R) =

SET
ocT
NOV
DIC
ENE
FER
MAR
ABR
MAY
JUN
JUL
AGO

INTEREVALOS DE CONFIANZA Al 954

SARIMAC1,0,1)x(2,1,1) 12

@, 407656

PRONOSTICO

1, BEE
2,629
4,004
14,465
31,242
76,278
£8,768
28,738
£,348
3,105
1,534
1,384

OBSERVACION

@, 972
2, 295

4,678
8,363
32,753
185, 264
47,568
49,697
14,984
4,910
2,149
@,863

LIMITES

INFERIOR

2, 205
8,752
1,146
4,138
8,538
21,823
19,674
11,083
1,988
9,888
@, 456
@,396

SARIMA(2,0,1)x(1,1,1) 12

1,271
2,567
5,147
12,600
20,560
70,515
65,795
31,458
5,721
2,494
1,402
1,171

PREDICCION ORSERVACION

8,972
2,295
4,678
8,363
33,753
105, 264
47,568
49,697
14,984
4,910
2,149
®,863

SUFERIOR

4,077
9,538
14,346
50,508
109, 549
266,963
248,714
135,749
24, €635
11,203
5,920
5,189

LIMITES

INFERIOR

@, 357
0,722
1,447
3, 541
8,617

19,819

18,492
8,842
1,608
2,701
2,394
0,329

SUFERIOR

4,521
9,134
18,314
44,831
1@3, 685
250,887
234,092
111,924
20,353
8,875
4,989
4,168
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TABLA N2 19 ERRORES DE LA PREDICCION SET.87 AGO.88

SARMA(1,1)x(2,1) SARMA(2,1)x(1,1)
OBSERVADA PROML ERROR1 PROM?2 ERROR?2

SETIEMBRE 8,972 1,666 -8,894 1,21 -8,299
OCTUBRE 2,295 2,629 -8,334 2,567 -8,272
NOVIEMBRE 4,678 4,004 9,674 5,147 -8,469
DICIEMBRE 8,363 14,465 -6,182 12,608 -4,237

ENERO 33,753 31,242 2,511 38,660 3,893
FEBRERO 195,264 176,278 28,986 78,515 34,749
MARZO 47,568 68,768 -21,2886 65,795 -18,227
ABRIL 49,697 38,738 18,968 31,458 18,239
" MAYO 14,984 6,948 8,836 5,721 9,264
JUNIO 4,910 3,185 1,885 2,494 2,416
JULIO 2,149 1,594 8,555 1,482 8,747
AGOSTO 6,863 1,384 -8,521 1,171 -8,308

SUM = 25,275 SUM = 44,695

TABLA N@ 28 SUMA DE CUADRADOS DE LOS ERRORES DE PREDICCION

SARMA(1,1)(2,1) % A/B
SARMA(2,1)x(1,1)
SETIEMBRE 8,01 2,09 19,082
OCTUBRE 8,12 2,16 73,786
NOVIEMBRE 8,57 2,38 149,694
DICIEMBRE 37,81 18,34 206,161
ENERO 44,11 27,91 158,073
FEBRERO 884,33 1235, 41 71,582
MARZO 1333,77 1567,61 85,083
ABRIL 1453,88 1998, 29 76,588
MAYO 1518, 45 1986,10 76,454
JUNIO 1521,71 1991,94 76,393
JULIO 1522,82 1992, 49 76,388
AGOSTO 1522, 29 1992, 59 76,398
(2) (B)

SECMP 1522,290 1992,589
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cuanto es bueno uno y el otro se calculé el porcentaje de
los errores al cuadradeo acumulativos, presentdndose en 1la
tabla N2 20

Puede verse gue el modelo SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a.z
presenta resultados mds satisfactorios para los origenes
tomados y muy confiables para los meses de setiembre 87 y
de febrero 1988 a agosto 88; en cambio para los meses de
noviembre, diciembre (87) y enero (88) es superior el
modélo SARIMA(2,0,1)x(1,1,1) siendo méé confiable para el
perfiodos de origen 132; de esta manera determinamos 1los
pronésticos y podemos ver el comportamiento de estos
resultados y de los observados (sin incluir los dos pices

existentes) en la figura N2 33, hasta agosto de 1988.

Con el modelo obtenido SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)a2 y los
datos hasta Ago.88 encontramos 1las predicciones parxa
Set.88 a Ago.93 para origenes de 168, 156 y 144, el
promedio de las predlcclones y sus respectivos 1intervalos
de confianza (95%) que se muestra en la Fig. N2 34 y 1los
valores estimados se presenta en sec. Anexo.

Como puede observarse que las descargas estimadas presento
para un periodo muy grande a pesar que por lo general les
modelos en series de tiempo son aplicables a periodos
cortos; es por ello tomar estos resultados con cautela y
con un intervalo de confianza de 95%, y actualizarlos
estas predicciones cuando se obtienen 1los datos de

registro.
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VII. CONCLUSIONES ¥

7.1 CONCI.USIONES

Las conclusiones son las siguientes:

1)

2)

3)

4)

De la serie de las descargas medias mensuales del rio
Pisco; en el Anélisis Exploratoric de los Datos, presen
ta un comportamiento estacional, presentando datos no
homogeneos y necesidad de aplicar una transformacién no
lineal de Box y Cox de tipo logaritmica obteniéndose
una serie simétrica (que involucra normalidad),
dispersién uniforme 1logrando que los efectos de dos
factores sean aditivos sin interaccién entre ellos (no

inclusién de cuadrados ni productos cruzados).

La serie es diferenciada en relacién al atraso unitario

estacional (D=1), para producir estacionariedad.

El mejor modelo gue representa a las descargas medias
mensuales del rio Pisco es el SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)az ¥y

el SARIMA(1,0,1)x(2,1,1)a2.

De la verificacién (set.97 a ago.88), para setiembre 87
Yy para los meses de febrero 88 a agosto 88 pronostica
mejor el modelo SARIMA(1,0,1}(2,1,1)a= en relacién al
modelo SARIMA(2,,0,1)x(l,1,1)az el cual da mejores
resultados para los meses de octubre, noviembre,

diclembre (87) y enero (88).
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5) Con los modelos obtenidos y con los datos actualizados
s¢ predice las descargas medias mensuales del Rio Pisco
con un intervalo de confianza del 95%, para tiempos

futuros.

7.1 RECOMENDACIONES
1) Para realizar nuevas predicciones es necesario tener en
cuenta 1la transformaci&n logaritmica, actuwalizar 1la
informacién Yy considerar un periodo mayor de
informacién (unos 18 a 15 afflos mas) para el estudio

ciclos.

2) Realizar predicciones para perfiodos cortos (1 a 2 afios)

y para afios normales, secos y huémedos.

3) Determinar Modelos de prediccién para los demds rios
del Pertt con la metodologfa utilizada en la presente

tesis.

4) Utilizar modelos multivariados teniendo como base estos
modelos de Box y Jenkins, a las descargas,

pr:cipitacién, operacién de embalse, etc.
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ANEXOS

ANEXQO A ESTACIONARIEDAD E INVERTIBILIDAD, AUTOCOVARIANCIA
Y AUTOCORRELACION PARA ALGUNOS MODELOS

1) Sea el modelo AR(1l) : Zx = $8,8Zc-x + 3¢
o2, = 2,0
Es estaclonario puesto que ¢, = |B,8| <1

Es invertible por definiciéh, AR de orden finito

Calculgo de Covariancia

Se obtlene:

Tomando Yo como valor iniclal, se tiene:

Yo = 4,45 Y» = 2,84 ¥s = 1,82
Y2 = 3,56 Ye = 2,28 Ye = 1,45
Los coeficientes de autocorrelacién se obtienen
directamente de la forma recursiva:
Pr = Pafu-a
Tomando '; = 1, como valor iniclal:
P~ = 9,80 p» = 9,512 p= = 8,328
p= = 9,64 fa = 8,410 ps = 9,262

E1l cdlculo de los coeficientes wi, va,...,¥s del modelo
MA(o), como puede transformarse en AR(1l) para un idéntico
retardo, coinciden con los px: p2=6,8; [2=0,64; ...
2) Para un modelo AR(2)
Ze = 0,62¢-2 + 0,32¢-2 + ac
o%a = 3
Estacionariedad; las rafces de la ecuacién caracteristica

deben ser menor que 1, en valor absoluto; é si para el
cédlculo se utiliza el polinomio caracteristico, las
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raices deben ser en valor absoluto mayor que 1, 6 1lo que
es lo mismo deben estar situado fuera del circulo unitario:

A) Utilizando la ecuacién caracteristica:
Gz - 9,66 -08,3 =28
cuyas raices son: (G,Ga) = 1/2(9,6 ¢ v@,6% + 4%8,3
G = 0,92 ; G2 = 0,32 ; son ralces reales y distintas
donde:

IG; = |8, 92! <1 y |G=| = |-8,32] < 1. entonces el
proceso es estacionario.

B) Utilizando el polinomio caracter stico:
1-9,6B - 9,32 = §

Obteniendose 1las rafices Ba =1,88 y B2 = -3,08;
entonces:

|B;! > 1 y |B2] > 1, estén fuera del circulo
unitario, luego el proceso es estacionario y
comprobindose gue:
Ga = 1/Ba Y Ga = 1/Ba
C) En un proceso AR(2) se puede comprobar si es
estacionario o no examinando si los coeficientes ¢, vy
%z cumplen las tres desigualdades:
$2 ¢ @z € 1 8,6 + 8,3 = 8,9 < 1
~$y + #2 < 1 -9,6 + 8,3 = -8,3 < 1
$2 > ~1 8,3 > -1.
El proceso AR(2) es invertible ya que es finlta:
Calculo de la Covariancia

para Te se tiene: Yo = $a¥1 + #2¥a2 + 02a
también se tiene:

Ya = $a%¥a + @3V
Tz = €1%3 + @2¥s
$a P23 + P2 ~ $25

Ya = —-—- - ———— Yy

QAW‘ P A 1 - e

-
»
|
[}
|
]
I
!
]
]
]
L
)
[
-n

reemplazando valores se tiene:



166

Yo = 12,42
también se tiene:

" ¥a = Yol®1/(1l-92)] = 18,64
los demds valores se tiene de:

¥a = $a¥a + ®2¥. = 0,6%10,64 + B,3%*12,42 = 14,11

Y Y = Pa¥n-a + $2¥e-2 ; k 2 2
¥s = 9,26
Ya = 8,59
¥s = 7,93

Los coeficientes de correlacién correspondientes son:
Pn = ¥w/Yo ; obtenléndose los sigulentes resultados:

p~ = @,86 , p= = 6,81, p» = 8,75, pP. = 80,69,

ps = 8,64.
otro método es p; = ¢2/(l-92) = 8,86 y los demds valores
de: fpx = Prfu-a + P2fu-2 .
3) Sea el modelo MA(2):
Ze ='a¢ - 0,4a¢-2 + 1,2ac-2

o2q = 2

Estacionariedad

Por definicién todo proceso MA de orden finito es
estacionario.

Invertivilidad
A) Utlillzando las raices de la ecuacién caracteristica:
G* - 9,46 + 1,2 = 8
Resolviendo se tiene:
G = 8,2 + i*1,08

son rajices complejas conjugadas;
G2 = 0,2 - 1*1,08
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cuyos médulos es:

r = /8,22 + 1,882 = 1,18
como |r| = |1,1ﬂ| > 1, el proceso es no invertible.
B) Utilizando el polinomio caracteristico:
1 -6,4B + 1,2B% = @
resolviendo se tiene: Ba = 8,166 + 18,90 ;

B = 8,166 - 18,90

cuyo médulo r = /8,166% + @,98% = 8,91
Como || < 1 ; el modelo es no invertible.

C) Para el modelo MA(2) las condiciones de invertibilidad

aplicadas directamente sobre los parametros se tiene:
8 + 62 <1 ; 6,4 -1,2 = -6,8 <1 8Se cumple
-6, + 62 ¢ 1 ; -0,4 -1,2 =-1,6 < 1 Se cumple
6z > -1 ; -1,2 < -1 No se cumple

luego el modelo es no invertible:

@ Aungue el proceso no sea invertible siguen siendo

vdlidas las ecuaciones para el cédlculo de la varlancia
de las autocovariancias. : .

Ye = (l + ezl + 322)0'2- = 5,2
Ya = (=82 + 0162)0%2a. = -1,76
Ya = _620‘3- = 2,4

Yh=g ; k=3’4’5’u--

* Las autocorrelaciones se calculan a partir de
variancia y de las autocovariancias:

P
p=

pe = 8 para k = 3, 4, 5,...

-8,34

8,46

Y

la
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4) Para el Modelo ARMA(1,1):
Ze = B,9%¢-2 + ac - #,8ae-a
0"‘2. = 5
- Como |#¢a] = 8,9 < 1, el proceso es estacionario.
- analogamente como |9;] = 9,8 < 1 el proceso es

invertible.

* Cdlculo de la variancia y autocov riancia:

también se calcula para:

¥ = P1¥e - 620%a = 0,73

1}

¥ = $1%¥2 = 4,59

Ya = P2¥> ﬂ,53
Ts = PaTa = 0,48

* asi los coeficientes de autocorrelaciédn se obtiene en
forma inmediata:

pr = 8,14 , P2 = 8,13 , P2 = 0,11 , Pa = 6,18 , Ps = 0,09

ANEXO B ALGUNOS COMANDOS Y USO DEL FORECAST PLUS Y DEL TSP

En esta seccién voy a describir en forma breve y
resumida el contenido del Software Forecast Plus y algunas
limitaciones de este y del T.S8.P.-

Forecast Plus

Consta de un menfti principal conformado de cuatro
componentes. gque se muestran en la pantalla como:
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1) Data Management

2) Exploratary Package
3) Forecasting Analysis
4} Batch Mode

5) End the Program

Which ?

De los cuales podemos describir les contenidos principales
de cada uno de estos componentes;

1) mi Managem ~BEN™
Donde est& incluide programas para crear, editar,
transformar e imprimir £files; es esta seccién

introducimos los datos histéricos al computador,
completar datos por omisién, editar datos en Eiles o
archives, etc.

Editar un New File

antes de intreducir la variable y los datos mensuales
se crea un file label (el etiquetado) de la siguiente

forma:

Number of variables: 1
Type of labeling: YEAR
Starting label: 1974
Starting observation: 29

Number of observation between each label: 12
Increment of the labels: 1

Este etiguetado 1lleva una extensién *,1lbl y para
cualquier error o cuando se desea interrumpir el
proceso usar la tecla <ESC>.

Transformacién de Datos

En esta seccidén se elaboran sub-programas para crear
nuevas variables, normalizar la serie, ete, con el wuso
de 1los siguientes comandos NEW, SELECT, COMPUTE, IP-
THEN COMPUTE, NORMALIZE, LAG, DIFFERENCE, SUM, VWRITE,
Etc. con 1la ayuda de los comandos algebraicos y
trigonométricos en utilizando la sintaxis idéntico al
BASIC.
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3)
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Canbio de par&metros en la tabla

Importante porque omite o activa algunas funciones del
sistema DOS y de las operaciones internas del programa
como el camino de 1los datos y 1la salida de 1los
resultados (por archives o por impresora), operaciones
formato de cada archivo, etc.

Exploratory Package

En esta seccién sirve para el andlisis exploratorio de
los dates cuyo sub-programas gqgue cuenta son:

1) Time Plot

2) 4253HT Robust Smoothing

3) Box Plot (Trend/cicle variation)

4) Agregate Box Plot (Seasonal variation)
5) 8Spread vs Level plot

6) Autocorrelation Function

7) Return Main Menu

Forecasting Analysis

En esta seccién se efectta diferentes métodos para el
suavisamiento de una serie temporal, métodos de
descomposicién de una serie y pronésticos mediantes
modelos de descomposicién y de Box & Jenkins, anélisis
de regresién, etc. cuyos sub-programas que contiene
son:

1) Simple Moving Average
2) Single Exponential Smoothing
3) Doble Exponential Smoothing
4) Holt's Twvo-Parameter Smoothing
5) Harrison's Harmonic Smoothing
6) Brown's Quadratic Exponential Smoothing
7) Winter's Seasonal Smoothing
8) Robust Descomposition
9) Census X-11 Descomposition
18) Regression Trend Analysis
11) Multiple Regression Analysis
12) Generalized Adaptive Filtering
13) Box Jenkins Analysis
14) Return Main Menu,

Como podemos notar que dentro de ello se encuantra el
andlisis de Box y Jenkins (13) para series temporales
el cual a su vez consta de:

1) Identificacién
2) Estimacién / Pronéstico
3) Retorna al ment
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En la fase de indentificacién se indicara la
transfermacién usada, el grado de diferencias
ordinarias y/o estacionales a efecuar a la serie y la
salida de las Eunciones de autocorrelacién Y
autocorrelacién parcial. Ademds en 1la fase de
estimacién se 1indicard los términos ordinarios y/o
estacionales autorregresivos y de media mévil, némero
de Backforecast, ntmero madximo de iteraciones para la
estimacién de los parametros, convergencia-telerancia,
valor inicial de 1la estimacién y 1la funcién de
autocorrelacién de los residuos.

4) Batch Mode

Donde se crea, executa o borra un file batchr también
desde este componente puedes retornar al mend principal
o 'salir del Forecast Plus.

Dentro de las limitaciones y alcances encontradas
dentro del Software menciono:

- Los graficos que se obtienen, no sen apropiados para el
andlisis, es recomendable usar otro graficador.

- Cuando una serie llega al nfimero mdximo de iteraciones o
no 1llega a la convergencia arroja el mensaje de ser no
estacionaria o invertible y que es posible extenderse o
efectuar una nueva corrida.

- Cuando no se usan transformaciones es posible gue cuando
se tengan datos muy bajos (cercanos a cero) pudiera dar
pronésticos menores gque cero, ya gque no existe 1la
restriccién ¥ Z« > 0.

- 8i bién es cierto que las pruebas de Box-Pierce son
buenos 1indicadores para 1los residuos pero pudiera
afiadirse otras pruebas para modelos con igual o aprox.
Box-Pierce.

- La seleccién de 1los "lag" para los residuos es
automdtico.

TSP

El micro TSP utilizado es de la Versién 7.83 adaptable a
cualquier computador AT; y dentro de las limitaciones
encontradas se tiene:

- No cuenta aparentemente con un mendé principal y esta
orientado principalmente a Econometria; es necesario
segulr culdadosamente una secuencia del trabajo gque se
efectda,
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- Como no esta establecido el orden de 1los comandos
cualquier comando es aceptado en cualquier paso; las
operaciones y cdlculos se hacen en muestras o sub
muestras por un comando Exp. y un Smpl.

- Cualquier error durante el proceso y la ejecucién de un
comandeo puede llevar a resultados viciados vy es
recomendable realizar nuevamente las operaciones.

- En la fase de estimacién de los parametros acepta solo
parametros linealizados (no existe producteo ni cuadrados
de los pardmetros) es necesario tener un modelo
linealizado en variable y en pardmetro.

- La matriz de correlacién presenta como pares ordenados
que dificulta el rapido andlisis.

- Las pruebas estadisticas gque presenta las diferentes
pruebas de autocorrelacién, regresién lineal, etc. son
muchas y no est&n de acuerdo a 1las funciones que
desempefia cada prueba o valor estadistico.

- La prueba de los residuos y el ploteo de ello es un
proceso adicional.

ANEXO C PREDICCIONES E INTERVALOS DE CONFIANZA (95%) PARA

SETIEMBRE 1988 A AGOSTO DE 1993

MODELO :  SARIMA(2,0,1)x(1,1,1)

.................................................................................

MES\ORIGEN 168 156 14 PROMEDIO INFERIOR SUPERIOR
83\SE? Ln 1.96 .12 L5 849 6.2
oce 2,63 1.95 .13 1.9 L1F  13.88
Nov 1,68 . 12.% 1.8 1.8  24.99
DiC 1542 1,9 3.0 un 58 1.9
B9\EHE 37,83 26.61  84.97 .07 13.52 174.95
PED 64,91 47.48 198.00 4.3 29.05  367.37
MR 43,1 12 163.42 .21 2.2 281.91
ABR W 1455 8.9 39.51 11.11  148.52
MAY 4,11 .82 16,81 1.98 L4 B
JUN 3,13 1.56 1.46 .1 L5 13.22
JiL 1,3 1.95 1.9 2.6 §.58 1.1
G0 1,82 173 1.35 1.1 §.48 6.85
SET 1,86 6.13 1.1 L.67 8.47 - 5.95
ocr 2,23 1.53 1.33 3.70 .44 1315
ov 4,0 .1 1328 6.67 LT uw

pIC 1,11 .33 311 18.85 5. 61.M

e o e e e e A e R M s e e A e e e e o b
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................... -—— - - -~ -

MES\ORIGEN 168 156 1M PRONEDIO INPERIOR 5UPERIOR
99\BNE w5 W11 LSl .07 1267 160,27
FEB 62,41 3890 285.92 102.42 28,80 36423
NAR 3,37 6.9 1661 76,79 .59 21358
ABR 1,41 1.0 85,54 .99 NTIRRTI N
KAt L8 LM 113 8.3 .3 19.51
108 2,8 LI LES 1.1 L5 13,28
0 1,4 L% LE 1.1 0.5 .11
XG0 5,80 661 3.4l 1.61 B45 51
SET B9 0,68 3L,m 1,5 5,45 5,67
oct 1,9 LM 1,u 35 5,9 12,57
B0V 343 3,08 13,M 6,35 1,1 12,58
DiC 9,9 6,77 31,3 18,82 S81 64,18
31\ENE %0 16,33 84,4 12,3 11,9% 158,56
FEB 5L, 30,713 205,61 95,46 2,9% 348,98
HAR 1,46 20,95 166,37 17,9 20,50 159,35
A3 16,97 9,98 85,37 3,41 14,52 133,85
HAY L% L0 1, 1,61 3,6 1,%
JUK 1,1 1,12 1,5 3,46 5,97 12,29
JL LeE 66 LM 1,81 8,52 6,64
160 £,60 0,47 3,3 1,5 2 5,3
531 0,1 B LD 1,48 i, 52
0cT L5 6% 1M 3,28 5,92 11,66
K0V 2,80 L 13,15 5,49 1,66 24,95
DIC 8,06 5,21 3,5 15,59 1,61 8,0
92\ENR A,41 12,53 82,4 1,8 18,91 18,0
PR 1,00 13,89 288,11 8,10 24,94 315,44
HiR 25,71 16,16 165, 63,39 13,51 16,77
ABR W86 1,1 82,60 1,19 9,78 123,11
MAY L1 1,59 16,68 1,18 2,0 5,4
JUK L6 L1 1, 3,18 5,89 11,31
L .82 0,46 3,4 1,69 48 6,8
160 5,5 8% 3,n 1,38 £ 4,9
SIT 0,60 8,35 3B 1,3 B4
0ct L BB 6% 1,80 6,80 14,66
KoV 2,11 1,1 13,5 5,35 1,51 13,1
DIC 6,41 3,97 W6 15,12 L 5,4
DI\RAE 1, 941 W, 3,41 9,88 124,00
PR 33,5 1,78 189,86 b,12 22,53 14,92
HAR WAl 12,M 15,88 62,84 17,67 123,49
ABR 1,8 507 1,68 31,49 8,86 112,08
MY 245 L1 15,8 6,48 1,8 12,7
J6 LIt 66 5,8 2,46 6,08 18,16
J0L g6 B 3,58 1,51 482 5,3

260 g4 5,2 L4 1,13 $,3 4,0

e e o . o o -t . e e i o B e e e B e i e
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